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1幾 何学的な解釈を通 しての発見学習の指導

一 放 物 線 を 例 に と って 一

1.は じめに

数学 の学 習で大切 な ことは,「 数学 を理 解 す ること 」であ る。 しか し実際の学 習で は定 理

や公式 を覚 え,そ れ らを使 って問題 を解 くこ とはで きるが何 をや ってい るのか よ く分か らな

い ことが ある。 数学 の理 解を容 易にす るため には,数 学 は単純 明快 であ り,数 学 は有機 体 で

あ るとい うことを知 ることが必要 で あ る。 また,身 近 な事象 と数 学の 内容 を関連付 け,イ メ

ー ジ しやす くす ることが重要 で あ る
。

以 上の観 点 に立 ってs本 研究 では 「幾何学的 解釈を通 しての発 見学 習の指導 」を テーマに

取 り上げ,放 物線 とい う対 象を通 して,初 等幾何 と2次 関数,2次 関数 のグ ラフの平 行 移動

と座標 軸の平行移動 につい て指導 法の改善 を図 った。幾何 は いろい ろな数学 の概 念を視 覚化

して くれ る もので あり,人 間の直観 に基 づい てい る。本研究 では,教 材 の作成 に当 た って こ

れ らの ことを踏 まえ,様 々な工 夫を 試みた。

2.研 究のね らい

今回改訂された学習指導要領によれば,数 学1の2次 関数の指導にはいろいろな工夫が望

まれている。現行の学習指導要領 と比較 して,代 数的な計算が簡略化 され,特 に2次 関数の

グ ラフの平行移動,す なわち,2次 関数を標準形に変形 して,グ ラフの位置関係を調べ るこ

とに工夫が求め られている。 また変化す るものの代表として2次 関数は数学1で 取 り扱われ

るが,中 学校との関連にも留意 することが望 まれている。

これ らの指摘を うけ,今 回改訂 された数学1の 目標 「中学校数学 との関連を踏 まえ,生 徒

の日常生活に関係が深 ぐ,学 習することの意義が分か りやすいものを取 り上げる。 その具体

的 な事象の考察を通 して数学的な見方や考え方のよさを認識 させる。 」に留意 して,幾 何的

な考え方を重視 し,次 の点 にねらいを定めて研究をす ♂めた。

{1}中 学校 で学んだ放物線が 日常生活の上でどのように活用されているか,具 体的に例示 し,

その根拠となる幾何学的 な性質を初等幾何を用いて導 く。

(21放 物線の幾何学的性質 は,座 標軸を適当にとることによって2次 関数y=aX2の 形に

なることを導 き,2次 関数の一般形y=ax2+bx+cは 座標軸の取 り方によるもので
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あ り,y=ax2と 本質的 な違 いは ない ことを理解 させ る。

3.研 究 内容

2次 関数 は高校数学(数 学1)で 扱 う関数の基本 的 な対象 であ り,そ の指導法 に は十分 な

配慮 が必要 であ る。 そこで,現 行 の指導法 では生徒 が誤解 したり,計 算 でい きづ ま るところ

を問題 点 として指摘 し,そ れを改善 す るい くつかの工 夫を 試みた。

(112次 関数 の導 入において,生 徒 の 日常生活 との 関連 が希薄 で ある。y=ax2と い う対

象を考 える前 に導入を工 夫 す る。

(21y=ax2の グ ラフ(放 物線)を 学=習す るの に,x=-2,-1,0,1,2… 等 の離

散的 なデータの値 を計算 し,グ ラフの概形を理解 させ よ うと している。 その結果,生 徒 の

中 には グラフが折 れ線 にな って しま うもの がい る。放物線 とい う曲線を もっ と身近 に体験

させ る方法 を工夫 す る。

(3)y=ax2+bx+cの グ ラフは,y=ax2の グ ラフを平行移動 して得 られ るが,そ

の際y・=aX2+bx+cの 右辺を変形(平 方完成)す る必要 が生 じる。 その結果,平 方

完成 とい う計算 にこだわ り,グ ラフの平行 移動 とい う幾何学的 な性質 の理解 につ なが って

い ない ことが多 い。 この点を改善 す る。

4.研 究方法

(11共 通 テキス ト(4ペ ー ジ参照)を 使用 して,身 近 にあ る放物線(面)と 思 われ る ものを

考 え させ,そ の性質 を中学 校 で学 んだ初等幾何 を用 いて明 らか に させ る。

(21曲 線の性質を 明 らか に して い く過程 で,簡 単 な作業を通 して放物線 を描か せ,描 かれ た

曲線 を もとに,グ ラフの さ まざまな幾何学 的性 質を確認 させ る。

(3)作 業 や証 明を通 して,放 物線 とい う曲線 に対 してどのよ うな感想 を もったか アンケー ト

を とる。

{4}座 標軸 を導入 し,曲 線 の方程 式がy=aX2に な ることを示 す。

(5)点 の座標 によ る表 し方は,座 標軸 の平行 移動 に より変 化す る。 そ こで,xy座 標軸 を平

行移動 したXY座 標軸 を考 え,2つ の座標軸 におけ る座標の 関係 について理解 させ る。

(6}応 用 と して放物線 の平行 移動を考 え,xy座 標 にお けるy=ax2+bx+cは,座 標

軸 の平行移動 に よりXY座 標 に対 しては,Y=aX2の 形 に表 せ ることを示 す。

(7)従 来の平 方完成 による方法 との比較検討を行 うためT指 導後共通 テス トを実施す る。
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5.使 用テキス ト

放物線の幾伺学的性質

【殴間1】 中学絞 で学 んだ放 物線は文宇通 りポールを椴げ上げ た

ときの軌跡 と考え ることがで きるが、これ と同 じ形 を

した もので日:R見 られ るもの に どんt;も のが あります

か.

【設問II】 それらに共通な性質 と して、 どの ようなものがあ ると

思い ますカ㌔

定規を使 って放物線を描いてみよ う

【殴問VI】AF=ALと なるようにLを π1上にとる

Lを 通 り'に 平行な直縁TLを 引 く。

線分TPを 引いた とき

TPFは 一直線上にあ り

PはTFの 中点で ある。 ・・・… ③

そのことを次 の手順 で示せ.

△MPF琶 △SPF⇒PM=PS

△PMA響 △PSW⇒PA=PW・

△PAFa△PWT

⇒図V

m

【設問VI】 の図よ り

△SFP$△STP

SF=STと 鉱 り

SF=STと なゐ 胤Sを 描いていけ``放 物線 とな る ⑤

実際 に、描いてみ よう.

【殴悶 皿】紙の うえに、1本 の直纏1と その纏 上に ない1点Fを

とる。(商 線 と点はで きるだけ近 い方がよい)次 に三角

定規 を使 って、直角の頂点Pが 常に直線1に 、斜辺 以

外 の辺 が点F上 に来 るよう定 規をおいてPを 端 点 とす

る半画線 を引いてみ よう。Pの 位置を'上 で変 えttが

ら、その作業 を繰 り返 してい くとどうt;り ます かe

さらに直線 と点の距離を変えて同 じ作業を してみよう。

⇒図1

.Q
P

【殴 問1V】 図 の よ う に1上 に2点P、Qを とn.2直 線 の 交 点 を

Rと す る。 この と き

LQRF=LAPF・ ・●

を示 せv⇒ 図n

段問1VでQがPに 近づ くと、交点RがSに 近づ くとすれば

①の性質が その まま保 たれ るから

LPSF=LAPF・ ●

⇒図 皿

折 り紙で放物線 を描いてみ よう

【設問W】 ④の性質 を使って実際 に折 り紙(B4程 度の薄紙 がよ

い)で 放物線 を擶 いてみよう。

⇒ 図VI

(1)図 のように、 まず直線nと 点Fを 蟹上に書 く。

nとFは で きるだ け近 いほうが よい。

(2)FをPに 関 して 折 り曲 げTに 合 わ せ る と折 り 目 の線1r

が で き る。 同 様 に して 、 点Fをn上 の 点T'、T"に 合

わ せ る と、 折 り 目 の線h'、'tが で き る。

この作業 を繰 り返す と放物線が できる.

【設閥H】 折り紙 で作 ったグラフに座傑軸 を導入 してみよ う。

まず、

AW2=4AF・AZ

を示せ。 ⇒図VO

[ヒント ムSPWGO△PFAを 用い よ。]

Sは 設問田 で求め た曲線 上の点で あh.PSは その曲線上

の点Sに おける接線で あることを確かめ よ。

【綬問V】 図の ようにSを 通 ってn:に 平行 な直線を引 く。

この とき

LVSU=LPSF

を示せ.⇒ 図N

従 って

Uの 方か ら光 をあてるとF忙 集 まることが分か る。

よって、AW2はAZに 比例 していることが分かる。

ここで、直線AWをx軸 、直線AZをy軸 、Aを 原点 とす る

座標平面を導入 し、S(x,y}と す る。

AW=x,AZ=yだ から ⑥ よりx輩=4AF・ ン

1=α とす ると ン‐axeと なるe
4AF

これ より、放 物線の形はQの 値す 蹴わ ちAFの 長 さで決 ま

ることが分かる。

この点Fを 焦点 という.

逆にFに 光源をお くと反射 してす べてmに 平行な光線 とな る。

!/
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一2-1012 X=z-1

間1公 式① が成 り立つ ことを整散の座標で確 かめよ。

X

臥

間2κ 軸を正 の方 向に一1だ け平行移動(負 の力向 に1だ け平行

移助)し て得られる座憬軸 をX軸 とす る。 この ときκ軸 とX

軸の整数の間の対応を書 き表せ。 また同 じ点 における両軸の

座標の間 には どの ような関係があ るか0

一般 にκ軸 を正の方向にpだ け平行移 動 して得 られ る座標軸 をX

軸 とし同 じ点の両軸の座標を それぞれx、Xと す るとxとxの 問

には

X=x-P

という関係 がある。

012 PP+1 x

II! u 1
x

[図V1]
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座標軸の 平行移動 と2次 関融 のグラフ

一p-P41'P+Z Oi X=x-p

X

問3κ 軸 を平行移動(正 または負の向 きに)し て得 られ る座標軸 を

X軸 とす る。同 じ点の両軸の座標をそれ ぞれx、Xと す る。

x、Xの 間 に次の関係が成 り立つと きX軸 はx軸 をどのよう

に平行移動 して得 られ るか、図示 して答 えよ。

(11X=x+2

{3)x=X+2

(2)x,κ 一拒

f4)x-x+ノ 万

[2]平 面上の座標軸 とその平行移動

右の図≪x軸 を正の方向に2.

.v軸 を正の方向に1だ けそれぞ

れ平行移動 して得 られ る座m

をそれ ぞれX軸 、Y軸 とした も

ので ある。

吊y 島Y

一

1 0

0 1
卿 x

[t]座 標軸の平行移動

下の図はx軸 を正の方向 に1だ けr行 移動 して得 られ る新 しい座

標軸をX軸 とし、κ軸 とX軸 の座標の対応を表 したものである。

x軸y軸 で定め られる平面をxy座 標平面、X軸Y軸 で定め られ

る平面 をXY座 標 平面 と呼ぶ ことにす る。 この とき次の悶 いに 答

え よ。

一3-2-1D123456

UuUu日
x

一4-3-2-1012345

X

κ軸を正の方 向に1だ け平行移助 したものがX軸 であるか ら、両

軸の同L'点 の座 標はX軸 上の座 標の力がκ軸上 の座 標よ りも1だ

け小 さくな る.

⊥の図 ではκ軸、X軸 の両軸上の整数の間の対応 を表 している。

同 し点におけ るx軸 上及 びX軸 上の座標を それぞれX.Xで 衷すと

X-x-1①

となる.

問4xy座 標平面 の次の各点 はXY座 標平面の どのよ うな座標 を

もっ点に対応 するか。

(1)

ca)

(3)

xy座 標準面

(o,o)一

(1、a)・

(一1、

xY座 標平面
・( 噛)
s

訓 ←一 一一(,

}

)

問5こ れ らの緒果 から座標平而上 点Pに 対 しxy座 標平而 で、

P(x、y)XY座 標 平而で、P(X、Y)と する とき、座

標(x、Y)(X、Y)の 間には どの ような閲係 式が成立す る

か。

X=Y=
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間6x、y軸 を 次 の 方 向 に 平 行 移 動 してX、Y軸 を 得 る と き 、

座 標(x、S')(X、Y)の 問 の凹 係 式 を 求 め よ。

(Dx軸 の 正 の 方向 に1、3,軸 の 正 の 方向 に 一1

(2)x軸 の 正 の 方向 に 一1、.v軸 の 正 の力 向 に3

(・)x軸 の正 の方向 に12y軸 の正の方向に 号

(a)x軸 の負の 方向 に2、y軸 の正の方向に一2

問7座 標(x、S')(.X、Y)の 間に次の関係が あるときX、 ン軸

を どのように平 行移動すれば♪(、Y軸 が得 られ るカ㌔

{1){x=X-一 一2

Y-y+2(2){;二Y+1

一般 にκ、y軸 をそれぞれ 正の

方向 にρ、9だ け平行移動 して

X軸 、Y軸 を得 ると きκy座 標

軍面上の点P(x .ン)とxY座
標平面上の点PiX、Y)に 対 し

て座擦の問に次の閲係式が成 り立つ。

Lr 4Y

P(x.Y)

P(x.r)
g 0

●

0 A
一

X

x

さて 、 ③ は 右 辺 を 展 開 して整 理 す る と

.v=2x2-sx-f-9......

と な る。 ④ の形 で 与 え られ た2次 関 数 は③ の 形 に 変 形 して 、 そ の

グ ラ フ を 甫 くこ と が で き る。 ③ の グ ラ フ は .yゴ2κ2の グ ラフ をT'

行移 動 し て揖 ら れ た の だ か ら、 ④ の グ ラ フ と.v-2x2の グ ラ フは

1司じ形 で あ りそ の 位 置 が 異 な る だ け で あ るe

昌}般にa≠0のとき

一 悪一亘建動
したものである。(証明略)

【例 題12次 関 数y=2xz-8x十5の グ ラ フ をか け。

〔解〕

X=x-P Y=y-4

」ノ==2xz-8♪ ご+5

Y=2Xx

X=x-p

①

②

Y=y-4

0

① の グ ラ フはy=2xzの グ ラ フ を平 行 移 動 し た もの で あ るか ら

xlr1.ン 軸 を それ ぞれ 正 の 力 向 にp、q平 行 移 動 してx軸 、1T軸

を 作 る と き① はXY座 標rF'一面 で ② とか くこ とが で き る。 ③ は座 標

の問 の関 係 式 で あ る。

③ を② へ 代 入 して

ン ーq=2cピ ーρ)2=2x2-4Fx+2ρ2'
'y-2x2 -4px十2p2十q....

[3コ ン=axe十bx十Cの グ ラ フ

=axzの グラフの平行移動

右の図 は2次 関bc .v=axeの
グラフをX軸 の正 の方向に2,

y軸 の正 の方向 に1f'け 平行

移動 したグラフを示 してい る。

この グラフの方程式が どの よ

うに なるかを翼べ よう。

い ま図 の よ うにX軸 、Y軸 を と る0

こ の と きXγ 座 標 平 面 で は グ ラ フ

の 方 程 式 は

Y=9¥'E.....0

と 鉱 る。

X

ところで、xz座 標平面、XY座 標平 面の間には、すでにみたよ

うに次 の閲係 が成 り立つ

X-x-2

{Y=y-1②

② を ① へ 代 入 す る と

.v--1=2tx-2)窩

・'一.v=2(x-212+1...............

このこ とか らa'=2x2の グ ラフをX軸 の 正の方向に2.ン 軸の正

の方向に1だ け平行移動 して得 られ る グラフの方程 式はxy座 標

平面では③ の形で与 えられることが分 かる。

問8.v°2(x-2}2+1で 与えられ る放物線の軸の 力程式 と頂点

の座標 を求めよ。

① と④の右辺は同 じ式で あるか ら係数を比較 して
一4P=-8

2px+q=5・ れより{∴2

ゆえに

すなわち

とな る。

X=x-2

Y=.y-(-3)=ン+3

y-(-3)-2(x--2)Z
,'..v=2{κ 一2}2-3 D

これ よ り① の グ ラ ヲは 頂 点 が(1ρ 、9)=(2,-3)で 軸 がx=2

で 下 に 凸 の放 物 線 で 吹 の 図 の よ う に な る。

[別解]

,v°2x2-8x十5
=2(x2-4x)十5

=2{(κ2-4x十4)-41→-5

=2{{」 コじ一2)2-4}十5

=2(x-2}x-3

ゆえに求 めるグラフは ッ=2κ2 .のグラフをx軸 の正の方向に2,
ッ軸の負の方向に3だ け平行穆動 したもので ある。

悶10次 の2改 関数の グラフをかけ

(1)y-xz十6x十7

t3)y=-xz十2x十1 1鄭
し

ノ

㍑
⊥
2

薫

=

ン

ツ

〕

)

り
凸

4

{

{

間9y-2x2の グラフをκ軸の負の方向2ン 軸 の負の力 向に1

だけ平行移動 して得 られ るグラフをか け。 またそのグラフの

方樫式を求めよ。
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6.小 テス トの結果分析

4校 の正答率は以下の通 りであ る。

問題{D 問題(21 問題(3) 問題{4}

A校 399'0 30% 340 12%

B校 93qa 90% 82% 84%

C校 5390 5790 27qo 27qp

D校 ..

48% 35go 30%

参 考(小 テ ス ト)… …20分

次 の2次 関 数 の 頂 点 の 座 標 を 求 め

さ ら に,そ の グ ラ フ を 書 け 。

(1、y==2x2十1

(2)y==-x2十6x-9

(31y=2x2十5x十1Q

{4}y--x・-32x+54

問題の解 き方 を分折 す ると,各 校に おいて次 の ような傾向が見 られ た。

(傾 向1)… …(1)(2)の よ うな比較的計算 が簡単 な問題 は,平 方完成 を用 いる方法 と座標

軸の平行 移動 に よる方法 とで正答牽 に大差 はなか った。

(傾 向2)… …(3)(4)の よ うな,平 方完成 が難 しい問題 では,明 らかに座標 軸の平 行移動

による方法の方が正答 率が高 く,答 案 の計算 間違 いが少 なか った。

(傾 向3)… …平方完成 に よる方法 は,と か く計算 間違 いの多い点が難点 であ り,

Y=a(x-p)2+qと 変形 したあ と,こ れがy=ax2の グ ラフを平行

移動 した もので あ ることを幾何的 に把握 してい る生徒 は非常 に少 なか った。

(傾 向4)… …座標軸 の平行 移動 を用 い る方法 で は,座 標変換X=x-P,Y=y-qと

y=ax2の グ ラフの平行移動 との関係 を理 解 している者 が少 なか った。

Z研 究 の成 果

放物線を 身近 な もの として とらえ ることが出来 たか とい う点 について,生 徒 か ら寄せ られ

た感想 の中か ら主 な ものを取 り上 げてみ る。

(1)放 物線 を書 くことは困難 だ と思 って いたが,簡 単 な作業 で書け る ことにおどろい た。

(21直 角に直線を書 くことに よって,曲 線 が書け ることが不思議 だと思 った。 また,光 の屈

折 な どにつ いて も知 る ことが出来 た。

(3)グ ラフは難 し くやや こしい と思 って いたが,簡 単 に書け た り,折 り紙を折 ることで形 が

浮 き上が って くるの で,2次 関数が身近 に感 じ られた。

アンケ ー ト調査の結果,7割 以 上の生徒 が,証 明を難 しい と感 じた様 であ る。
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その最大の理 由は,短 時間 で解決 を求 めた ことにあ ると思 われ る。証 明 に使 った幾何 的性

質 は,合 同条件,円 に内接 する四角形 につい ての性質,接 線条 件 であ り,全 て中学校 で学

んだ基本的性質 のみで ある。 基本的性質 を明示 して おいて証明 に向 かえば十分理解 が得 ら

れ ると思われ る。 次 に今回の研 究の主 な成果 は次の とお りであ る。

f1)数 学Aに 初等幾何 が導入 され た際,そ れ との橋 渡 し,更 には2次 関数 との有機的 な結

びつ きとして,こ の教 材を活用 で きること。

X21従 来 の平方完成 による方法を用 い ると,そ の計算 その もの に とらわれ,

y=a(x-P)z+qの グ ラフがy=ax2の グ ラフを平行移動 した もの であ ること

があま り理解 され ない難 点 があ るが,座 標軸の平行 移動 を用 い ると,平 行 移動の 認識が

は っきりす る。

(3}平 方完成 に よる方法 よ り計算 が比 較的簡 単 に済み,特 に係数 が複雑 な分数の場 合に は

有効 で あ る。

〔4)こ の方法 は,2次 関数 の グラフに限 らず,分 数 関数,無 理 関数 を は じめrい ろい ろな

グ ラフを書 くことに応用 で きる。

8.ま とめと今後の課題

具体的な例か ら発生 し発展 した幾何学的な考えを歴史の流れの中で見てい くことは,幾 何

学 が文化の発展にどれほどの貢献を して きたかをかいまみることになる。本研究 では,こ の

ような幾何学の歴史的経過を重視し,折 り紙等の作業や体験を通 して数学的な見方や考え方を

育てる指導の方法を工夫 して きた。今回の指導を通 して,2次 関数についての理解が深 まり,

2次 関数をより身近 な対象 として とらえることができたと考えている。 また,座 標軸の平行

移動を用いてより簡潔に表現する方法は,2次 関数だけでな く,他 の分野にも応用す ること

が可能であると思われる。

今後,座 標変換の指導に十分時間をかけるとともに,幾 何学的立場から曲線を考察 し,定

規 折 り紙,刺 しゅう等を用いた作業を通 して,数 学をより身近なもの,よ り楽 しいもの と

して受入れ られるような授業を創造 してい くことが課題である。
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H数 列の和と数学的帰納法を関連付け,自 ら類推 し,

帰納的な考え方を育てる指導法の研究

1.は じめ に

特殊 な事実か ら一般的 な結論 ・法則 を導 きだす発見的 な方法,す なわち帰納 的推論 は,人

文 ・社会 ・自然を問 わず,あ らゆ る科学 において用 い られ る極め て有効 な方法 で あり,科 学

の発 展に欠かせ ない もの であ る。

数学 において も,帰 納的 推論 を使 って一般的 な法 則を推 測 し,推 測 した法則 を厳密 に証明

す ることを行 な う。 この際 に用 い られ る証明方法 が数学的帰納 法で あ る。

高等学 校 におけ る数学的帰納 法の学 習 では,と もすれば帰納的 な推論が軽 視 され,形 式的

・技巧酌 な証明の 書きか たが中心 にな って おり
,数 学的帰納法 の必要 性や有用性を理解 で き

ない。 そこで,本 研究 では,帰 納的 推論 を重視 し,自 ら類 推 して帰納 的 に考 える力を育 て る

指導法 をテー マに取 り上 げ,研 究 を進 め ることに した。

z.研 究のね らい

現行の 多 くの教科 書にお いて,数 学的帰納 法は,数 列の章 の最 後 に置かれ てお り,そ の導

入 に用 い られ る問題 は,既 に導か れた 「数 列の第n項 までの和 」の証 明問題 が主 にな ってい

る。 そのため,生 徒 はなぜ もう一度同 じ問題 の証 明を す るのか,と い った疑問 を もち,数 列

への興味 を失 い,「 数学 を学 習 してい こうとす る意欲 と主体的 に活用 しよ うとす る態度 」を

養 うことが難 しい。

そ こで,生 徒 に興味,関 心を持 たせ,帰 納的推 論の有用性 を理 解 させ るため に,具 体的 な

計算 を させ る中 で,試 行 錯誤を繰 り返 しなが ら等式 を推測 させ,そ れを数学 的帰納法 で証 明

す るとい う授業 を試み た。 その ため数 列の単元の並ぺ 方を変え,数 列の和の公式の 指導時 に,

数学的帰 納法を導入 する ことに した。

具体的 な手順 は次の とお りであ る。

(11実 際 に計算を して直感的 に結果 を推測 させ る。

(21結 果 は推測 であ り,無 限の値 に対 して成 り立 ってい ることを確かめ るの は,不 可能 で あ

ることを確認 させ る。

(3)自 然数nに つ いての命題が,あ る値 で成 り立 ってい るの を利用 して,次 の値の と き1ζも
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成 り立つ こ とを示す。 す なわ ち,数 学的帰納 法の 「n=kの とき成 り立 つな らば

nニk+1の と きに も成 り立 つ 」を具体的 な数値 で証 明 し,数 学的帰納 法の し くみを理

解 させ る。

(4)数 学的帰 納法 が形式的 にで き るよ うにす る。

(5)と か く公式の習得 が重 ん じられ る数列の和 の指導時 に,視 覚 に訴 え る教具(模 型)を 用

いて知 識の定 着を図 る。

3.研 究内容

(1)指 導計画

現行教科書の数列における「数学的帰納法 」の配置を調べてみると,次 の3種 類がある。

①等差数列→等比数列→ いろいろな数列→漸化式→数学的帰納法(6社)

②等差数列→等比数列→ いろいろな数列→数学的帰納法→漸化式(3社)

③等差数列→等比数列→数学的帰納法→漸化式(1社)

①および② においての 「数学的帰納法 」の例題は,k2やk3の 和や部分分数に分解 して

求めた分数の和を取 り扱 ってい る。従ってこの場合には「数学的帰納法 」が等式の証明方法

の一つとして,と らえられて しまいやすい。

一番多い6社 の配列を次のよ うに変えて指導 した
。

A社 の 「基礎解析 」の例

第3章 数列16時 間配当

① 数列とその項

② 等差数列

③ 等比数列

④ いろいろな数列の和

⑤ 数列の一般項の求め方

⑥ 数学的帰納法

1時 間

3時 間

3時 間

3時 間

3時 間

3時 間

今回の指導計画

第3章 数列15時 間配当

① 数列 とその項1時 間

② 等差数列3時 間

③ 等比数列3時 間

④ 数学的帰納法3時 間

⑤ いろいろな数列の和2時 間

⑥ 数列の一般項の求め方3時 間

等差数列,等 比数列の指導の後で,数 学的帰納法の指導をする。 まず,等 差数列や等比数

列でない数列(自 然数の3乗 の和 と2乗 の和)の 第n項 までの和を具体的に第5項 ぐらいま

で計算 させ,そ の数値か ら第n項 の式を生徒 自身に推測 させる。 しか し,そ の具体的 な数値

か ら予想 した式はあ くまで予想である。 そこで,こ の予想が正 しいことを 「数学的帰納法 」
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を導 入 し,証 明す る。

これによ って,高 校数 学では あま り経験 する ことの ない,「 具 体的 ない くつかの数値 か ら

一 般的 な法 則を考 える 」とい う数学 の発展 に欠 かせ ない帰納的推論 を体験 させ
,同 時に数学

的帰納法 の必然性,重 要性を理解 させ る

また,こ の配 列 によ って多 くの教科 書が採 用 して いる

恒 等式(k十1)3-k3=3k2十3k十1

を用いた 自然数の2乗 の和を,数 学的 帰納法 と同時 に指導 で きるので,指 導時間の短縮 に も

なる。

(21学 習指導案 「数 学的帰納法 」(3時 間)

1時 限 目の 目標:既 習の等差 数列や等比翻列 でない数列 の例 として,自 然数 の3乗 の第

n項 までの和 を生徒 自身 に推測 させ る。 その推測 した式 は厳密 に真 と

はいえない し,無 限 の値 に対 して証 明 できればよいが,そ れが で きな

いこ とを理解 させ る。 そこで数値 で はな く,文 字(k)と(k十1)

を用い ることによ って,無 限 回の証明を した ことに なる 「しくみ 」を

理解 させ る。

2時 限 目の 目標:自 然数 の2乗 の和 を推測 させ,「 数学的帰 納法 」の証 明方法 としての

手順を復習 し,定 着 をはか る。

3時 限 目の 目標:練 習問題を させ る。 「数 学的帰納法 」の証 明方法 は等式の証明ばか り

ではな く,自 然数 の不等式の証 明に も使われ ることを示す。

この3時 間の授業 の中で,式 の意味 の理解 を助 け,導 き出 した式の定着 を図 るため に,そ

れぞれ視 覚的 な模型を準備 した。1時 限 目の 「自然数 の3乗 の和 」について は,n=5ま で

の工 作用紙 によ る平面模型 によ って,自 然数の3乗 の和が平 方数 に なることを視覚的 に示 し

た。2時 限 目の 「自然数 の2乗 の和 」について は,n;5ま での立体模型を6個 作製 し,6

個を組 み合 わせ ると,直 方体に なることを示 した。 これに よって,分 母の6の 意味 をつか ま

せた。練習問題 の 「奇数 の和 」はn=5ま での平面 模型 によって,奇 数の和が平方数 に なる

ことを示 した。3時 限 目の練 習問題 もn=5の 立 体模型 を3個 作製 して,3個 を組 み合わせ

ると,直 方体 に なることを示 した。
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学習指導案!1時 限)

学習内容およ 学習活動
い ろ い ろ な数 列 の 第n項 までめ和

[聞]Sn=13+23+3」+43+…+n3=匡 亟 コを求 め て み よ う

{自然 数 の3乗 の和)

実 際 に計 算 して 子 想 してみ る

St=13

SZ=]3+23

S3-P+23+33

5,,=13+2'+3'+4」

1=IZ
=9= .32
=3b=6'

=100=102

Ss=P+23+33+r3+C3=225=152

o

S、=P+23+33+93+・ 一+n3置(

Snの3乗 を と っ て み る と

51=1

52=1+2

S3=1+2+3

54=1+2+3+4

=1

-3

ニ6

=10

S5=1+2+3+4+5=15

1,3>6,10,15… の 規 則 性 は?

2,3,4,5… と増 え て い る

)a

これ は既 習の初項a=1,d=1の

等差数列 の和 に なってい る

2

これ を、

文字 を用 い て そ れ が でき ないだろ うか(無 限回や った ことにす る)

k番 目 まで 成 り立 つ とす る と

1・+2・+33+…+k・={k(k2+1)}2ま で は 正 し い

k+1番 目(次 の 数)の とき を考 えると

よ っ て 、S。-1・+2・+3・+…+・ ・={n(菱+1)}2と 予 想 さ れ る

この 予 想 が 正 しい か ど うかn=6の ときを確 認す る(n=5ま でを利用)

33333+s3^(5xs}+s1・

ニ6イ(勢 量+6}

=6Zx49

4

=6zx/`z

(6x72警 躍 翫 縫 ㌘ 辺に
n=7,$,9,… と無 限 に証 明 しな け れ ば な らな い が無 理 で あ る

=(4c+1}Zx4

_(k+D2(k+2)z

4

こ れ は 右 辺 にn=k+1を 代 入 し た も の

よ っ て 、k+1番 目の と き も成 り立 つ

一]が 示されたことによって
■ →2kに 順に数値を代入することで
2→3無 限回証明したことになる

3→4

一 」c+(k+1)・=lk{k+1)}+(k+1)・

a

k2+4k+4

5
6
7

↓
↓
↓

4
5
6

■

nニ1の と き が 、 出発 点 に な っ てい る

無_賠 薫驕 施;としZ
証明 じ ・=k+1蟹 成りi蔽ことを示す

これ を、 数学的帰納 法 とい う

生 の反応およ 留意点

・等差 でも等比 でも ないの で公 式 は

使 えない
・順 に計 算 し予想 させ る

・あ る数 の2乗 にな るの は早 く気 が

つい た

・2,3,4,5… と増 えて い る と い う答

も あ っ た

・3乗 を とった ときの数値 にな って

いる

・あ くま で予 想 である ことを強調

・両辺 に6を 代 入す るの ではな く

5まで を利 用 した式 変形

・同 じ計算 を無 限 に続 けな ければ、

証明 にな らない
・文字kを 使 っ てそれ を試み る

・kま での等式 を利用 した式変形

・次の数 の ときが示 された

・n=1の 重要性 に気付 かせ る

3乗 の和(n=51

ユ3233'43 53
凡r人「{
冒1

7

1
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(2時 限)

学習内容および学習活動

[問]Sn!Z+22+32+92+…+n2=[亟 コを求 め て み よ う

{自 然 数 の2乗 の 和1

実 際 に 計 算 し て 予 想 し て み る

S,W12=1

S2=la+22=・5

S,=12+22+32==14

S4=1Z+22+3z+42=30

Ss=1Z+22+32+4a+5255

'1
,5,14,30,55・ ・の 規 則 性 は?■

Sn=12+2Z+3z+4z+…+nz=

前 間 の よ う に2乗 を とっ た場 合 の 数 値 と比 較 し て み る と

s, S2 S3 Sd s5 璽 ら ●

Un

1z+22+32+ 1 5 14 30 55 ,■ ●

1+2+3+ 1 3 6 10 15 o■o

1z+2z+32+・ 1

1

5

3

i4

s

30

10

55

15i+z+3+

同上
3

3

5

3

7

3

9

3
旦
3

● ● ●

2n+1

3

よ っ て
12十22十32十 …2n十1

1十2十3十 …3

2n十112+22+32
-← …=

12+22+32+…=

x(1+2+3+…+n)3

2n+IXn(n+1)

la+22+32+　 嘲=6"曜'①

① を 数 学 的 帰 納 法 で 証 明 す る

{1)n=1の と き

ix2x3① の 左 辺 =IZ=1,① の 右 辺==ユ
6

・.・左 辺=右 辺,① はnニ1の と き成 り立 つ

{H}n=kの と き ① が 成 り立 つ とす る と

+kZ-k(k+1)(Zk+1)6

32

n(n+1}(2n+1}

!2十2'十32十 ・

n罵k+1の と き

① の 左 辺 二12+22+3'+…+k2+(k+1)2

k(k+1){2k+1)+{k+1)Z

6

=(k+1){k(2k6+1)+k+}

6

(k+1)(k+2)(2k+3}
s

① の 右 辺=(k+1){(k+1)+1}{2(k+1)+1} fi
_(k+1)(k+2)(2k+3)

6

∴ 左 辺=右 辺,① はn=k+1の と き も成 り立 つ

(置)(H)よ り① は す べ て の 自然 数nで 成 り立 っ

[練 習]1+3+5+・

で 証 明 せ よ

・+(2n-1}ニ を 予 想 し 、 そ の 結 果 を 数 学 的 帰 納 法

生徒の反応および留意点

・差 をとって、その差 が平方数 にな

って いとい う意見 もあっ たが、式

にす ることがで きなかっ た。

・この規則性 はなか なかでて こない

・左 の表 をプ リン トで用意 し数値 を

入れ させ る

・いきな り、分数 に してはあ るが、

試行 錯誤の結果 であ る ことを脱明

・出 発 点 で あ るn=1を 強 調

2乗 の和{n=5)

↓

//≠/〆 二〆/////ノ ニ,
ノ6//.///f/ノ//〆 今!≠/ノ

/!!ノ!ノ!ノ ノ/ノ/

5

〆!/ //T7 〆/〆 〆

{

11
・nニ5の ときの立体模 型を6個 見せ

て、組み合わ せる直方体 にな るこ

とを示す

・す ぐに予想 できた
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(3時 限)

学習内容および学習活動

[練 習]1・2+2・3+3・4+…+n(n+1}=を 予 想 し、 その結 果 を数学 的

帰 納 法 で 証 明 せ よ

S1か らS5ま で を 計 算 し表 に し、 自然数 の和 と比 較 してみ る と

S1 SZ S3 S4 Ss ■o● S.

1・Z+2.3+3.4+… Z 8 20 40 70 ■ ■ 曹

1+2+3+… 1 3 6 10 15 ,.o

1.2+2.3+3.4+・ ・一 z

i

S

3

zo

s

ao

YO

70
-

151+Z+3+一

同上
6

　

3

8
-

3

10

3

12
-

3

19

3
曹 」.

2n+4

3

1.2十2.3十3.4十 …2n十4よ っ て

1・2十2・3一 ト3・4十 ・・。==

=

1十2十3十 …3

2n+4

3

2n+4

32

n(n+1)(n+Z)0

3'

① を数 学 的 帰 納 法 で 証 明す る(略)

[練 習]a>0で 、nが2以 上の 自然数 の とき、 不等 式

〔1+a}罰>1+na

が 成 り立 つ こ と を証 明せ よ0

x(1十2十3十 … 十n)

n(n+1)x

生徒の反応および留意点

・nニ5の ときの 立体 模型 を3個 組 み

合 わせ ると、 直方体 にな る

4.分 析 と考 察

研究授業 で は,等 差 数列,等 比数 列 はその まま教科書 どお りに進 め,等 比数列 のす ぐ後 に

指導案の内容 で授業 を行 った。1時 限 目の3乗 の和 は何 とか気が付 いて くれ たが,2時 限 目

の2乗 の和 は,意 見は 出るの だが,そ れを式で表わ すこ とが で きず,時 間 だけがた って しま

った。 ヒン トとして学 習 指導案の 中にあ るよ うな表 のプ リノ トを配布 した。

2乗 の和 を推測 す るのは,や は り難 しいよ うであ る。

教科書 どお りに数 列の最後 に数学的帰納法 を指導 した クラスと,本 研究 の指導 による ク ラ

スの両方 に,中 間考 査 において下記の よ うな同一 の問題を出題 し,定 着 の様 子をみた。

問 次の数列の和が すでに予想 され てい るもの と して,予 想 が正 しい ことを数学 的帰納法 で

証明せ よ

123in十
十 十 十=

1・22・33・4n(n+1)n+1
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その結果,配 列が教科書通 りの クラスと本研 究の 指導 クラスとで は,後 者の ク ラスの方が

正解率 が高か った。教科書通 りの クラスは,数 学的帰 納法 を中間考査の直前 に学 習 し,研 究

授業 の クラスでは,数 学的帰納法を 中間考査のか な り前に学習 して いるという ことを考 えて

も,数 学的帰納法 の定着率が 艮か った といえる。

指導案の2時 限 目の 〔練 習問題 〕(奇 数の和)を 帰納法 の 指導の後,Σ 計算 の指導 の際 に

解 いた。中 間考査 後に研究授業実 施 クラスにおいて,Σ 計算 と数学的 帰納法 についての ア ン

ケ ー トを と った。 その結果,数 学的 帰納法の方が Σ計 算 よ りも,解 答が分か りやすい と答 え

た生徒が2倍 以上 いた。

5.研 究の成果 と今後の課題

成果 と して以下の よ うな ことが あげ られ る。

(1)「 帰納的 な考え方を 育てる こと 」について は,有 限 な値 に対 しては,計 算で確か め られ

るが,無 限 の値 に対 して は計算 で確かめ ることは不可能 であ り,証 明 しなけれ ばな らない

とい う意識が生 まれた。導入部分 において,生 徒 はいつに な く反応 が良か った。 受 け身 で

はな く自 ら考 えなが ら学習す るので興 味を もった ものと思 われ る。

(21「 視覚的 に訴 える教具 の利用 」について は,生 徒 は大変興 味を持 ったよ うで ある。面 白

か ったとい う生徒が 多か った。 中間考査の結果 をみ ると公 式の定 着率 が例年 に比べ て高か

った。 これ は,視 覚的 な教具 を生徒に提示 したため と思われ る。

(3)「 主体的 に意欲 を もつて学 ぶ態度 を養 うこ と 」について は,授 業 に対 して意欲的 に取 り

組 ん でい た生徒が 普段 よ り多か った。 全体 に"考 えてい る"と い う雰囲気が あ った。普段

発 言 しないよ うな生徒 も積極的 に発 言していた。 これは,導 入部分がn=5ま での計算 な

ので誰 で も計算 で きるし,自 分 で推測す る面 白 さのため だと思 われ る。 自分 か ら公 式を導

けた,発 見 で きた とい う達 成感や満足感 も味 わ ったよ うで ある。

(4)「 数学的帰納法 の定着 」について は,進 度の 関係 で研 究授 業が1校 で しかで きなか った

ので,あ まり比較 対象で きないが,中 間考査 では例 年 に比 べてよ くで きていた。前述 の ア

ンケ ー トの 中で も,3分 の1近 くの生徒が 「数学 を学んで いる 」と感 じて お り,強 く興 味

を持 った ことが わか る。

今 後の課題 と しては,2時 限 目の 「自然数の2乗 の和 」の指導時 に,ヒ ン トとして表 を与 え

たが,帰 納的 な考 え方 の もつ発見的 要素を認識 させ るに は,自 ら発見す るのが,一 番望 ま しい

形 で ある。 これか らも発見 しやすい問題 ・指導法の 工夫 を考え てい きた い。
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皿 パ ソ コンを活用 した数学Cの 指導

1.は じめに

「数 学C」 は,今 回の 学習指導要領の改訂 で新 し く設 け られた科 目であ り,そ の 目標 は

「応用数理の観点か ら,コ ンピュー タを活用 して,行 列 と線形計算,い ろい ろな曲線,数 値

計 算 また は統 計処理 について理解 させ,知 識 の習得 と技能 の習熟を図 り,事 象を数理的 に考

察 しY処 理 する能力 を伸 ばす。 」と示 されてい る。

コンピュー タを活用す るとは,具 体的 には,各 学校に導入 され ているパ ソ コンを用いて,

数 値計算 を行 った り,グ ラフを描 いた りする こ とで ある ととらえている。

そ こで,実 験 的な作業 を積極 的に実行す るこ とによ 吻 数学 の理解 を図 るとい う観点か ら,

次の2つ の項 目につ いて研究す ることに した。

A.相 関係数(統 計 資料の整 理)

B.極 座標 と極 方程式(い ろい ろな曲線)

2.研 究 ・実践 例

A.相 関係数 の指導

〔1〕研究 のね らい

記述統計 の学習 では,コ ン ピュー タを利用す る価値 は大 きい。電卓 とは違 い,デ ー タの入

力 ミスは検索 しやす く,1度 に多 くの 自動 演算が 可能 であ り,計 算 は瞬時 に終 わ る。 また,

グラフィ ック機能 を利用 す ることによ り,集 団 の持 つ特徴 を視 覚化す るこ とが で きる。

本研究 は,こ の コンピュータの利点を生か しつつ,2変 量の間にあ る関係 を数量 化 ・図式

化す ζ学 習を通 して・ 次の3つ の能 力を養 い伸 ばす こ とを ね らい とした。

fit)実 験 ・観 察 ・調 査 などか ら得 た情 報や資料の整理を,コ ン ピュ ータを利用 して行え る。

(21集 団 の数量的特 徴 を知るための適切 な処理 と表現法 およ び的確 な分析 と判断 をす るこ

とが で きる。

{3}統 計的処 理を したデ ータか ら,客 観 的 ・合理的 な情報 を引 き出 し,あ る対 象に対 して

何 らかの推理 ・予測が で きる。

また,理 論 的 な側面 は,実 験 的方法(シ ミュレーシ ョンを繰 り返 し行 う)で 説明す ること

に重点を置 き,あ まり深 入 りしないよ う留意 した。
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〔2〕研 究内容 。方法

{1)実 験 ・実 習の作業 を簡略 化す るため に,表 計算 ソフ トの有効性 を積極的 に活用 す る。

{21身 近 な10組 の整数 値 デ ータ(身 長 と体 重の関係)を 用意 し,相 関図 を描 きデ ー タの

持 つ特徴 をつか ませ る。

(3)相 関係 数は,「 標 準化 され たデ ータの共分 散 」として定義 し,そ れを算出す るための

処理手1贋を学習す る。

(4)相 関係数 の持 つ意味 をよ り深 く理解 させ るために,相 関図 と相 関係 数が瞬時 に表示 さ

れ る市販の シ ミュレーシ ・ンソフ トを活用 し,操 作 ・実験 ・観 察を繰 り返 し試行 す るこ

とで,生 徒 自らが その性 質 ・法則を発見 で きるよ う指導 す る。

(5)変 数xか ら変数yを 予測 す る直線を考 え させ,統 計処 理の良 さが実生活 ・実社 会に役

立 ち,自 らが 応用 してい く能力を高め させ る。 ここでは,回 帰係数 の理論 には深入 りせ

ず,rxとyの 関係 を最 も良 く表現 してい る直線 」の描 き方 と して回帰直線 の公 式を提

示 し,活 用 で きるよ うにす る。

(6)生 徒 自らが輿 味 ・関心を持 つ 『身近 にあ る生の資料 』を収集 させ,課 題研究 と して

「相 関係 数 」と 「予測す る直線 」について レポ ー トを作成 させ る。 また,研 究 内容 と考

察を発表 させ,分 析 ・判断 等に ついて考えて い く。

〔5〕学 習指 導案

1,指 導単元 相関係数

2.指 導目標 相関係数の持っ意味を理解する

指導内容 指 導上 の留意 点 【1時 間 目 】

導 (1)相 関 図を描 くこと 帯 状 データ の相関 図 が得 られ るの で,2変 数xとyの 間 に直線 的

入 2変 数xとyの デ ータの間 に な関 係 が ある ことを観察 させ る。

10 関係が あ るか どうか を,視 覚的 「xとyの 間 には相 関が ある 」と いう。

分 にと らえ させ るため に相 関図 を

描 かせ る。

展 (2)相 関係数 を求 め るこ と 共 分散 」%Yが2つ の変数 の直 線的 な関係 の強 さを表す ことを理 解

開 標準化 され たデ ータか ら相 関 させ る 。 こ の 時,偏 差 の 積(X,-X)(y.-y)の 値 の 正 負 を 考 え る が

40 係 数の公 式 を導 く。 xy平 面 を4っ の領 域 に分 けた図 と偏差積 の計 算表 とで,丁 寧 な説

分
Sxv

r篇 明 に よって指 導す る。
5x5y

相関 係数の計 算 のため に,x 表計算 ソフ トの 関数SUM(合 計),融VO(平 均)を 利 用 して求 めさせ

とyの 偏差,偏 差 平方,偏 差積 る。 ただ し,標 準偏 差 の関 数は使用 しな い0

の平 方 を表計 算 ソフ トを利 用 し 相関係 数 は,2っ の変量xとyの 間 の直線 的な関 連性 の 「方向 と

て求 め させ る。 強 さ」を数量 的 に表 して いる。

正 の相関,負 の相関,相 関 が 共分 散の和 の平 均 か ら,実 用的 な相関 係数 の公式 を導 く。

な い,-1≦r≦1
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指導内容

(3)相 関 係数 の シ ミュ レー シ ョン

コ ンピュ ー タに よ るシミュレーションに

よっ てr相 関図 にお け る点の散

らば り具合 と相 関 係数 の おお よ

そ の値 の 目安 を,数 学 実験 的 に

理 解 させ る。

練習問題

(5)課 題 研究

生 徒 自身 に用意 させ た2変 数x

とyの デ ー タに つ いて相 関係 数

求め させ る 。

(s)相 関係数の解釈について

曲線的な関係,相 関関係は因

果関係ではない。

(因果連鎖,疑 似相関)

具体例を示す。

指導上の留意点 【2時 問 目 】

シミュレーションの 実行 前 に,そ の 意味 と目的 につ いて よ く指 導 して お く

すべ ての 点 が一 直綜 上 に ある とき のみ,r=-11に な るこ と

を実 験 的 に感 じと らせ る。-1≦r≦1の 証 明は い らな い。

相 関 係数 の値 か ら相 関 の程度 を説 明 す るの は いが いに難 しい0例

えば,相 関 係数0.7の 関 係の 方が 相関 係数0.fiの 関 係 よ りも,2変 数

間の 関 係が よ り強 い と いう よう に相 対 的 に と らえさせ る。 また,相

関 図 にお いて,「 直線 状 の帯 」 の傾 き と,相 関係 数 の大 き さは無 関

係 で ある こ とを理 解 させ る。

テ キ ス トの[練 習1](Dを や るよ う指 示 す る。(2)は 時間 の あ る

と きに練 習 してお くよ う伝 え るO

生徒 が興 味 ・関 心 を持 って い る事 象 につ いて 「生 のデ ー タ」 を収

集 さ せ相関 係 数 を求 め させ る。実 習 は次 回行 う。

相関係数の解釈 については,い ろいろと誤解す る場台 も多いので

具体的な例をあげて指導する。
・変数x ,yの 曲線的な関係は,相 関係数 では表現できない。
・2っ の変数の相関関係は必ず しも2つ の変数の因果関係 を示す

ものではない。

相 関関係

く表1>は,あ る10人 の生徒 の身長 と体重 を測定 した結果です 。

この デー タか ら相関図を求 めよう。

<表1>身 長 と体 重のデー タ

変数＼生徒 A B C D E F 〔… H 1 J

y身 長(cm) 149 147 146 154 153 145 151 149 151 155

x体 重(kg) 48 47 45 53 54 46 49 151 52 55

データの標準化

[
　轡…際

,

ySS

一 『一
平 均 標準偏差

r身 長 150(c囲) 3.32

R体 重 50(kg) 3.22

[実習1〕 相関図を描こう
く図1>に 身長と体重の関係を示す相関図を描いてみよう。

<図1>身 長と体重の相関図
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相関係数

46485⑰525456体 重(kg)

相関 係数の公式 を導 こう。

n個 の,xの 標準化 され たデータ とyの 標準化 されたデー タの

積 の平 均を考 える。

÷Σ 〔X;-XSx)(y量y)・

〈表2>

Y身 長

(c厄)

x体 重

fkg)

身長の標準化
されたデータ

体重の標準化
されたデータ

標靴 された1
デ ータの積

A 149 48

B 147 47

C 146 45

D Ia4 53

E 153 54

F 145 46
L

G 151149 1

H
1149i51 1

1 15f 5a

J 155 55

翻 ぐ一

合計

平均

このよ うに,x,yの 標準化 され たデータの積の和 を平均 した

値を相関係数 と呼 びます。

鵬 式1

L_

r=

-■腸 一 」■剛■層剛一 劇 ■幽彫響'」匿ノー「層曜'

相関係数r

"一 」一曜」一昭]
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予測する直線{回 帰直線)

r響 穫雪繭「

_よ 墨 塑」
公式2は,展 開 して整理すればyニax+bの 形で表すこと

ができ ます。 『回帰 分析の結果』に表示 されて いる 「X係 数 」

「Y切 片 」は,そ れぞれa ,bの 値 に対応 します。

回帰分析でゲームを しよう く表3>参 照

フアイルか ら 「G甜E.NJ2」 を呼ぴ出 して くだい0こ のデータ

は小田急線の沿線にチェーン店 を持つあるスーパーの18の 販

売高を示 した ものです。販売 高はいろいろな条件 に依存 します。

画面 に示 されたデー タを使って販売高 を予測するのに最 も適 し

た式を作 りたい。

予測式 は,4つ の変数 か ら2っを適 当に選んでy=a。+alx,+a2x2

と考えて下さい。予測の精度は,R2乗(決 定係数)の 値が1

に近 くなるほ ど高 くな ります。チャレンジは3回 。あな たは ど

れだけ1に 近 づけるでしょうか。さあ,始 め ましょう!

〔4〕課題研究の内容 と生徒の感想

{1>

「表示画面 の説明 」 回帰分析の結果:

Y切 片:予 測する直線 とy軸 との交点→bの 値

X係 数:予 測する直線 の傾 き→aの 値

R2乗:相 関係数の2乗(こ れを決定係数 という)

公式3

匠一 Y=(X係 数)xx+醐 片i

i

①

②

③

④

⑤

⑥

⑦

①

②

一閥■開國酬昂 」w一悶膨働 禰階 闇臨z一閉一惣 掴一一隅_一 鰍■開酬_朋 一凋麟属 一剛蜀剛一眉応

<3>

変数 3r xl XZ x3 X4

霞売高 乗降客数 周辺人口 取扱品目 駐車台数
1 縫療 129 142 13.5 1Q1 120

2 2U2 18fi 16.7 isa 152

3 島畠ケ丘 224 224 20.3 158 160

4 下北沢 iso 174 17.2 lUfi 145

5 藤沢 i6$ 2Q2 22.0 85 140

6
ワ「

経堂 165 145 12.3 103 150

代々木上原 215 177 18.6 192 180

8 小田原 Z72 245 22.5 290 i5a
9 204 179 17.3 172 124

0
1

1■

凸

-
醗 131 82 9.8 162 8U

成城学園前 259 ziz 24.5 285 144

12 大和 242 254 23.8 172 iio

13 本厚木 252 249 2z.s 224 120

14 大秦野 161 118 19.2 146 140

Z5 相模大野 169 164 17.4 152 160i

生徒が実際にデ ータ解析 を行 った研究内容は次のようなものである。

乗用車の販売台数の伸び率の予測とその要因

勤労者一世帯当りの可処分所得 と家計収支の分析

都道府県別の病院概況および医師数の回帰分析

化学工業工程の収率 と製造要因のデータ分析

プロ野球選手の年俸の予測とその選手の野球成績

ある組の男子の ローレル指数 と体格の統計解析

世界各国の軍事力状況と防衛 費のデータ解析

コン ピ ュータ統計処理 に対す る生徒 の感想は,次 のよ うな もので ある。

統 計 コン ピュー タでは,目 分 の生活 や身近 なことを,デ ータを通 して知 ることが で き

るので,今 までの数学授業 よ りも楽 しい。作業 をす るので飽 きない。

② い ろい ろな変数の デー タを関連 させて見 る ことで,一 見 関係 なさそ うな もの どうし

一で も,お 互 いに深 く関係 しあ って いることが理解 で きた。

③ 教室 での数学授業 よ りも,コ ン ピュー タによ る数 学授業 の方が分 か りやす い し,楽 し

い。 コン ピュータ数学 は,勉 強のや りが いが ある と思 う。

④ 授業が進 むにつれてだん だん便利 な もの だ と分 か って きた。統計処理 は,こ れか ら社

会 のい ろい ろな所 で役 に立 ってい くと思 う。
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〔5〕まとめ と今後 の課題

ほ とん どの生徒 は,黒 板 での統計授業 よ りも コン ピュータで の統計授業 の方が 「よ くわか

る,楽 しい 」と肯定 的 であ り,統 計処 理 の中の相 関分析 と回帰分析 の実用性 を十分 に認識 し。

「役 に立 つ 」と感 じてい る。 また,生 徒 それ ぞれの能 力に応 じて,「 主体的 に,マ イペース

でやれ る 」と,成 就 感を持 ったよ うであ る。 「か たい 」関数 関係 で はない 「やわ らか な 」回

帰関係 の数 式化に驚 きと興味 を持 った生徒 もいた。

また,1変 数 で はない,現 実的 な多変数 関数を扱 う意義 も大 きい。 生徒か らは,1年 間使

える テキ ス トが欲 しいとい う声が あ った。 数学Cの 統計処 理 は,文 科 系志望の生徒,数 学嫌

いの 多様 化 した生徒 に最適 な 「使え る数楽 」であ ると考 える。教科 書的 で はない,社 会 人に

も気楽 に使 え るよ うな高校生用の 「デー タ解析 テキス ト」を作 ってみたい。

B.極 座標 と極方程 式 の指 導

〔1〕研 究のね らい

数学教 育へ の コン ピュータの活用 は,他 の教 科に比べ,導 入 しや すい側面を持 って い る。

具 体的 には,演 算 の高速度 を利用 した数値解析 への利用,グ ラフィツ ク機能 を利用 した数学

的 概念や図形 の視覚的 イメ ージの理解 と定着 への利 用が,2大 利点 と考 え られ る。

今回,研 究題材 として取 り上 げた数学C「 い ろい ろな曲線 」は,上 記 した2大 利点の内,

後者の立場 での コン ピュ ータ利用 によ って,よ り大 きな教 育的効果 の期 待で きる分野 であ る。

本研究 では,「 い ろい ろな曲線 」の内,「 極方程式で表 され る曲線 」を生徒 に体験 させ る

こ とを 目的 とするCAIソ フ トを開発 し,さ らに,そ の利用方法 および学 習効果 を研 究 ・考

察す ることを ね らい とした。

〔2〕研究 内容 ・方法

(1)「 極方程式 で表 され た曲線 」を体験 させるCAIソ フ トを作成 する。

なお,授 業 で取 り上 げ る曲線 は以下の もの と した。

① アルキメデス螺線

② 対数螺線(等 角螺線)

③ レムニスケイ ト(連 珠形)

④ カージオイ ド(心 臓形)

⑤ 正葉線

r・=aθ

r=aB

r2=a2cos2θ

r=all+cose)

r=acos2θ
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(作 成上の留意点)

① 描画速度を変更できるようにする。

② 描画範囲を変更できるようにする。(座 標軸の移軌 描画ウィンドウの変更)

③ 曲線 を 重ね描 きで きるようにす る。

④ 描画色を変更できるよ うにする。

⑤ 描画を一時的 に中断 で きるよ うにす る。

(2)上 記の点 に留意 した 自作CAIソ フトを実 際 に実行 させ,不 備 な点 を修正 ・補強 していく。

(3)目 作CAIソ フ トを利用 した指導計画を作 成 し,授 業 実践 を行 う。

(4)授 業 についての生徒 への ア ンケー トを実施 し,結 果に つい て考察す る。

〔5〕授業展開(学 習指導案)

L教 材名 「極座標で表 され たいろいろな関数 」

n,単 元 の指導 目標

新学 習指導要 領 にお ける 「数学C」 の単元 と して、現行の カ リキニラムにはない 「極座 標」

で は表せ ない曲線 が極座標系では表す ことがで きることを実習を通 して理解 させ る。

皿.指 導計画

① 極座標
② パソコン教室およびパソコンの使い方
③ 極方程式で表された曲線(ア ルキメデスの螺線)⇒ 本時
④ 極方程式で表された曲線(い ろいろな曲線)

「極方程式 」を紹介 し、直行座 撰系

IV.本 時の指導 目標

O配 付済 のグラフ用紙 にrr冨 θ」の点 をプ ロッ トさせ る。

O曲 線上 の点が意味 することを理解 させ る。

0自 分で考えて、実習が行わ れるよ うに配慮 す るO

V.本 時の展開

学 習 内 容 生 徒 の 作 業 指 導 上 の 留 意 点 時間

導

入

前 時に配付 した プ リン トを確認 する0
フロ ッピーを配付 し、パ ソ コンの電源を

入れ る。

グラフ用 祇に手順に従 って点を プロ ッ ト

させ る。(ア ルキ メデ スの螺線)

前時に指導 したとお り正 しく
取 り扱 う。

定規がな くて も、グラフ用紙

で概形 はか けることを確認 す

る。

PC-NETで 確認す る0

書画カメラを利用す る。15の 時を説明 し、

さ らに30の 時を説 明す る。(机 間巡視)

1Q

分

展
開

例示用の画面を見る。 プロ ッ トした グラフとパ ソコ

ン画面 との比較をす る。

rPCURVE21」 を起動 し、途中で停 止させ、曲線 上
の点について説 明す る。

7

分

展
開

グラフ用紙 にカー ジオイ ドをプ ロッ トさ
せ る。

アルキメデスの螺線の時と同
様の作業をする0

rPCURVE21」 をモニ ターで描 く。生徒 の進行

状況 に合わせ て描画速 度を変化 させる。

8

分

発
展

マニ ュアルに従 って、 コンピュータ実習

を進 める。

rrこ θ」の描 き方 について

は、説明に従 って実習す る。

は じめは、順 次説 明 し、あ とは 自由に描画 さ

せ る。
20

分

士
6
L⊂め

次回 は、様 々な曲線 を描 き記録す ること

を予告す るO
5

分

[〉
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§ 極 方 程 式 で 表 さ れ る 曲 線

[1]極 座標

平面上の点を表す方法について考えてみよ う。 今までは、平面上の点はく図1>の ように直交座標を用いて表 してきたが 、見方を変えると、

<図2>の ように、 「x軸 の正の向きとのなす角」と 「原点からの距離1に よって、平面上の点を表す こともできる。

・れを,+r.L標 という・したが ・て・・のD標 で表すと・・図1>の 点 ・(1・ 再)・ ・A<・ ・n3>と 鉛 れる・

y淋

而 「一 一 冒 「 一 A(1, 》百)

り

a 1 x

<図1>

⇒

y滑

商 r「--.冒 A〈2,晋 〉

2

晋
●

0 1 X

<図2>

※ ここでは 「なす角」が弧度法で

表されていることに注意す ること

回 ① ② ③ ・。2

、
..ご 丑x

2鳳 、}
-2}㌔R

・<海,n・Q・ ・、 ÷ ・>R〈2・ 厄 ・-1〉

〔問1〕 直交座標で表された点を極座標で表せ。

①A(∬,1)②B(z,0)③C{一,%3,-V万)

[2ヨ 極方程式

直交座標では、xとyと の関係式 によって 、いろいろな曲線 を表すことができたが 、極座標でもrと θ との関係式によって 、いろ

いろな曲線を表すことができる。これを 曲線の極方程式 という。

Y昂

P

1 ■智 一 一 一 冨 一

.■,幽置1

瓶;
〆 晋1の:

り

0 1 X

◎r=θ で表される曲線を描いてみよ う。

<手 順1>次 の表を完成 しなさい。

(但し、rは 小数第3位 を四捨五入せよ)

y福

1
、

唖

2・.
鉢

π
噛巳・ 噛

b

ax

B(deg) o° aa° 450 60° 90°

B(rad)

r

〈手順2>

8(deg) OD 15° ヨo。

B(rad)

r

<手 順3>配 られた グ ラフ用紙 に表 の点 を と りな さ い。

(例)1!・.・ ・-1・ ・5の 点Aく ・・ 。3・ の臨

Y.Y

η 60°

[
課

0
づ2
x

配 られた数表を用いて、次の表を完成 しなさい。

畳 ● ●

y

-2

405°
a

420 435°

一

1
●

}OL2
x

60。 の方向を定めるb定 規で1.05を とる

く手順4>図 示された点をなめらかな曲緑で結びなさい。

〈考察〉 さらに、角度を大きくしていくと、曲線はどうtoるのだろうか?

⇒

考察 しなさい。

点を図示する

この実習で描いた曲線r;θ は 「アルキメデスの螺線」と呼ばれている。(た だし、一般 形はr-a9で ある。)

〔問2〕r=4(1+cosθ 〉 で表 される曲線(カ ー ジオイ ド1心臓形)を 実習の要領で 、描きなさい。
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コ ン ピ ュ ー タ演 習
r1極方 程式で表 され た曲線(生 徒実習用)」

コン ピュー タを使 って、極方程式で表 され るいろい ろな曲線 を描いてみ よう。昌

使用説明 書に従 って、実習を進め なさい。

まず 、アルキ メデスの螺旋(r=θ)を もう一度描 いてみ よ う0

アル キメデ スの螺旋 の一般形 は、r=aθ であ る。 このaの 値を いろいろと変化 させてみ よ う。

同様 に、カー ジオイ ド(r=aq+CQSθ))に っいて も、い ろいろと試 してみ よう。

その他 の曲線 につ いて も、 どうなるか確かめてみ よ う。

コ ン ピ ュ ー タ を 利 用 し た 授 業 に 関 す る ア ン ケ ー ト
～
項 目 　 ～_一

A高 校 B高 校

人数 % 人数 %

1,以 前 に、 コ ンピニー タの操作 を した こ

とが あ りますか0

①ある fi5 57.0% 88 63.1%
一 「}『

②ない 49 43.0% 了6 4・8,9%

2.コ ンピュータの操 作 はうま くい きま し
たか?

①全 く問題な くうまくいった 11 9.6 27 16.7%

② まあまあ うま くいった 86 75.4 122 75.3%

③ うま くいかなか った 17 15.0% 13 8.0%

3.コ ンピュータで の授業 と教室 での授業
で は、 どち らが理 解 しやす いですか?

①教室 での授業で は理解で きない所があ
るが、 コンピュータを使 った授業で は
ほとんど理解で きた

10 8.9% 23 14.23'0

一 一一 ■}一 　 　

②教 室での授業 よりは コンピュー タを使
った授業の ほうが理解で きた

54 47.4 72 44.5%

③どちらの授業も変わ らない 32 28.1 41 25.6%

④教室での授業のほうが理解しやすい

i`L'L8.1

1815.7% 25 15.5%

4.コ ンピュー タを利用 した学 習で特に印

象に残 った ことは何で すか?

① 画面が カラフルで、理 解 しやすか った 22匝 黙
1

37i32.5%

40 29.7%

② 簡単な操作で 、グラ フが描 けた 84 51,996
一

③性格 なグラフが描かれ、特徴が よ く分
か った

52 45.6 51 31.5%
%

④キ ーの操作 が面倒 くさい
i

13111.Q% 8 4.9%
占 一.」 一

⑤特にない 7'16.1 14 8.6%

5.こ れか らもコン ピュ ー・タを使用 した学

習を したいです か?

①はい 9D78.9% 132 81.5%
一 一

② いいえ

十
gi7.9% 5 3.1%

③ どち らと もいえない

1
15113.2% 25 15.4

6.(a)今 回 コ ンピュータを使 用 して極
座標 を学習 した ことで 、極座 標が どう
いう ものか分か りま したか?

①大変 よ く分か った 1513.2% 15 9.2
■.-.一 「}

② だいたい分か った 76 66.7 114 70.4

③ よ く分か らなか った 23 2a.ti 33 20.4

7.(b)実 際 に極 方程式で あ らわ された曲線 を コンピュー タで描 いてみてど う思 いま したか?

手で プロ ッ トす るときに比べ、曲線が きれいで正確だ ったので、分か りやすか った0
ち ょっと数字を変え るだけで グラフが 変わ ってい くのが お もしろか った。
遊 びのよ うで よかった。数学に対す る認識 が少 し変わ った気がす る。
手書 きよ り、 グラフの印象を強 くもてた。
とて も分か りや す く、複雑 な方程式 もす らす らと解 くコ ンピュー タに驚 いた。
この ままず っとパ ソコンの授業を続 けたい。

操作 に慣 れ、 コ ンピュー タが分か って くる とお も しろいc
・操作 に夢 中で 、何をや って いるの か分か らなか った。
・手で 描かな くてもいいので楽だ った。で も、頭 には入 っていない気がす る。
・正確 には描け るけれど、それだ けではっま らな い。
・もっと事前の学 習を してお きたか った。
・目が疲 れた。
・お もしろか った。
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〔4〕授業実践 の考察

都 立高校 への コンピュー タ導 入が始 まって か ら数年 が経過 した こ と,家 庭へのパ ソコ ンの

普 及 など,生 徒 が パ ソコンに接す る機会 は増 えてい る。今 回,授 業実践 を行 った2校 と もに,

半数以上 の生徒 が以 前 に コン ピュータを操作 した経験 を持 って いた。 しか しなが ら,全 生徒

が パ ソコンを操 作で きることが授業 の前提 となる と考 え,指 導 計画 に もあ る通 り「パ ソ コン

教室 およびパ ソ コンの 使い方 」を1時 間指導 した。 その結果,パ ソコンを 用いた授業が ある

程度 生徒 に受け入れ られた。

次に,自 作 ソフ トによる指導 に移 った。 導 入 として,極 座標用 グ ラフ用紙 に,実 際 に点を

プ ロッ トして,ア ルキ メデ ス螺線(r=・ θ)と カージオイ ド(r=4(1十cosθ))を 描 いて

み ることに した。 曲線 を手 作業 で描 くとい う作業 は,内 容理解 には重要 な位置 を 占めてい る

が,今 回 は,そ の後 のパ ソコンによる曲線描 画の正確 さ ・美 しさ ・速 さ ・容易 さとい ったパ

ソコンの特長 を強 く印象づ け る導 入 となった。

パ ソ コンを用 いて いろい ろな曲線 を描 く作業を通 して,「 お もしろか った 」,「 数学 とい

うものの認識 が少 し変 わ ったよ うな気が します 」,「 手 書 きよ り,グ ラフの印象を強 く持 て

た 」等 の感想 や,約8割 の生徒 が 「極座標 」や 「極方 程式 」を 『理解 で きた 』と答 えて いる

ことを考 え合わせ ると,パ ソ コン利 用 の成果 は大 い にあ った。

た だ,「 お もしろか ったが頭 に入 って いない 」とい う感想や,「 教室 での授業 の方が理解

しやす い 」と答えてい る生 徒が2校 とも約15%い る。 これは,コ ン ピュータに対 して抵抗

が ある生徒が まだ まだい るとい うこ とを示 してい る。

3.お わ りに

授業 は教師 が生徒 と向か い合 う中で,そ の方法を十分 工夫す る ことに よって成 り立 つもの

である。要 は,パ ソコンの 活用 の仕方 の問題 で あるが,授 業 にパ ソコンを活用す る視 点 と し

て,あ くまで も補助的 な使用 に限定 し,導 入や まとめの部分 で,パ ソコンの特長 を活かす授

業を想定 する とい うこ とで,研 究 を開 始 した。

研究授業 の結 果,当 初 のね らい は一 応達成で きた と考 えてい る。J¥°ソコンの使用が 日常化

されてい ない現状 で,物 珍 しさもあったが,動 機付 けには十分で あ った。特 に,デ ータの変

更に よる変化が即時 に確認 で きる点 は,生 徒 に好評 で あった。

これは,授 業 の到達 目標 に留意 し,パ ソ コンの特 徴 に注意 して使用 すれば,パ ソコンが有

用 な道具 となる ことを示唆 している もの と考 え られる。
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