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主題 学習意欲を高め、事象を数学的に考察 し処理する能力をはぐくむ

教材や指導方法の工夫

主題設定の理 由

高等学校 の数学科 の 目標 の一つ に、「数学的 な見方や 考 え方 の よさを認 識 し、 そ れ ら を

積極 的に活用 す る態 度 を育て る」 ことがあげ られている。

しか し、中学校 か ら高等学校 へ進む につれて次第 に抽象的 な内容が増 え、数学 が比 較 的

得意 な生徒 と苦手な生徒 に分かれ、数学嫌 いが増 えてい く傾向 にあ ると言 われ ている。

この ような傾 向 を止め るには、生徒 が数学 に興味 ・関心 をもてる ような授業 を実践 す る

こ とが必要 である。生徒 が意欲 的に考 え、「数学的な見 方 や考 え方 の よ さ」 を理 解 し、数

学 を活用 しようとす る とき、その根底 には 「なぜ だろう?」 「不 思 議 だ!」 な どの数 学 に

対す る興味 ・関心が あ るか らである。

本研究 では、生徒 が数学の学習 に意欲 的に取 り組 むこ とがで きる教材 の開発 と指導 方法

の工夫 に焦点 を当て、上記 の主題 を設定 し、実践授業 を通 して分析 ・考察 を行 った。

平成10年度教育研究員(数 学)名 簿

班 研 究 テ ー マ 学 校 名 氏 名

都立大森高等学校 吉 田 弘
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1生 徒が数学の内容を 「真に理解」するための教材研究と指導法の探求

概 要

『生徒 に 「視 覚化 による直観的理解」「論理 による理解」 「演習 による理解 の定着 」 を意

図的に働 きかけ、生徒が 「意味の理解」 と 「手続 きの習得」 を結 び付 けなが ら学 ん でい く

こ とに よって、生徒の理解が深 まる」 とい う仮説 に基づ いて研 究授業 を行 った。

「視覚化 に よる直観的理解」 を図 ることに よって 「論理 による理解」 も一 層深 まる こ と

は確認 で きた。数学の真 の理解 にいたる過程 をさらに検証 してい きたい。

1.研 究 のね らい

授業 を している と、解法 を丸 暗記 して問題 を解 く生徒、答 えさえあ っていれ ば理解 で きた

とす る生徒 、反復練 習に よって理解 で きた と思 い込 んでい る生徒 など、誤 った学 び方 を して

い るため に数学 を苦手 としている生徒が見 られる。数学の意味 を考 えないで効率の悪 い学 習

を している生徒 には、数学 は機械 的で無機質 な もの として映 るので はない だろ うか。

この よ うな生徒 には、「手 っ取 り早 く答え を出 したい」、 「公 式 や概念 の意 味 を理 解す るの

は面倒 だ」 とい う意識 がある ように思 われる。一方 、指導者 に も、公式や概念の意味 を理解

す るこ とが効率 の よい学習 につながる とい う認識が欠 けていたので はない だろ うか。

しか し、逆 に公 式や概念の意味 を理解 しただけではそれ らを使 えるとは限 らない。高校 数

学 は分野 ごとに独 自な公式、計算方法があ り、それ らを習得 しなければな らないか らである。

以上の こ とか ら、我 々は生徒 に とって真 の理解 につ なが る授業 とはどの よ うな もの か を文

献 を調べ 、仮説 を立てて実際の授業 で考察す るこ とに した。

2.研 究 の 内容 と方 法

(1)理 解 に 関 す る こ と を認 知科 学 、学 習 論 、 数学 教 育 な どの文 献 、資 料 で 調 査 ・研 究 す る 。

(2)(1)で 得 られ た こ と を も と に、何 を どの よ うに授 業 に取 り入 れ て い け ば 、生 徒 の真 の理 解

につ なが る か を検 討 し、 仮 説 を立 て る。

(3)仮 説 を も と に、 授 業 を行 い 、 観 察等 に よ り分 析 と考 察 を して ま とめ る 。

3.文 献研 究 の結 果 と研 究 の 仮 説

文 献 研 究 の結 果 を ま とめ る と次 の よ う にな る 。

(1)生 徒 自 らが 、 授 業 内 容(学 習 対 象)を 、 自己 の興 味 ・関心 や す で に もっ て い る知 識(生

活 経 験 も含 む)・ 技 法 と関 連 付 け られ る こ とが理 解 の前 提 と して必 要 で あ る 。

そ の た め には 、 生 徒 が どの よ う な こ とに興 味 ・関心 を もち 、 どの程 度 の学力 ・知 識 を もっ

て い る か を把 握 し、 そ れ に基 づ い た授 業 の工 夫 を しな け れ ば な らない 。

(2)意 味 ・内容 の 理 解 で あ る 「分 か る」 とい う こ と と、手 続 きの習 得 で あ る 「で きる 」 とい

うこ とが 結 び付 き、 数 学 の 理 解 を高 め る。

ま た 、 数 学 の 理 解 に必 要 な条 件 と して 、 次 の3要 素 をあ げ る こ とが で きる 。
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① 視 覚化(図 ・モデル)に よる直観 的理解

学 習内容 と類似 した構 造 をもち、その解決過程 と同様 な操作 ・手続 きを もった図 ・モ

デルに よる理解。 これ によって、抽象 的な ものが 身近 に感 じられ、 イメージ しやす くな

り、 これ を用いた説明 によって問題の意味や解決 の方法が分か りやす くなる。

② 論 理 による理解

式や文 な どによる論理的 な説明、証明。特 に、数学独特 の言 い回 しは生徒 に とって理

解 しに くいので 、で きる限 り日常的 なことばで説 明する。また、章や節 が終 了す る とき

に、全体 のつ なが りな どを図式等で系統的 にまとめる ことで、 さらに理解 しやす くなる。

③ 演習 による理解の定着

手続 きを習得 しやす い ように工夫 した演習問題、特 に、① のモデルを操作 す るこ とに

よって答 えが得 られる ような問題 を提示す ることで理解 の定着が可 能 とな る。

(3)生 徒へ の働 きかけ

① 公式 や概念 の意味 を理解 する ことが効率の よい学習 につ なが ることか ら、生徒 に問題

解決の 意味や方法 をは っき りと言 わせ 、意味 を理解す るこ との重要性 を強調す る。

② 生徒 が主体 的 ・自発的 に取 り組 める ように、作業や実験 な どがで きる工夫 を した り、

身近 で直観 的に捉 えやすい教材 を提示 する。

以上(1)～(3)を基 に、仮 説 を次 の ように設定 した。

高校数学 を生徒 が理解する ために は

仮 説

生 徒 に 下 の 図 の(a),(b),(c)を 意 図 的 に働 きか け、生 徒 が 「意 味 の 理 解 」 と 「手

続 きの 習 得 」 を結 び 付 け なが ら学 ん でい くこ とに よ って 、生 徒 の理 解 が深 まる 。

授 業 内 容 の 理 解

i鰍 の理鰍 ワカル〉 匪 継 ・囎 得 げ キ'・月

〈a)視覚化 による直観 的理 解(b>請 理 にょる理解:1φ 灘習に よる理解 の定蕪
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て い る知識(生 活 経 験 も含 む)・ 技 法 と関 連 付 け られ る こ と。
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4.授 業実践

仮説 を検 証す るため に、数学Aの 等差数列 をテーマ として研究授業 を行 った。

(1)指 導計 画

以下 に等差数列 までの指導計画 を示す。

時限 学 習 項 目 時限 学 習 項 目

1
数列 とは何か(身 近 な例 をあげる)

数列の規則性 を発見 させ る練習問題
5
等差数列 の和(ブ ロック階段 の例 を用

いて公式 を導 く)

2
複雑 な規則 をもつ数列 と一般項

練習 問題(数 列 、一般項)
6
等差数列 の和 に関す る基本練習問題

3

等差数列(ブ ロックの階段 の例 を用 い

て一般項 を導 く)

等差数列 の練 習問題

7

等差数列の和 に関す る応用練習 問題

4 等差数列 の一般項 に関す る練 習問題

人数

6

買
U

4

り
O

り
白

-
▲

0

(2)研 究授業

① 授業前の生徒 の理解度

数列 の導入部分(1,2時 限)

につ いて、右 の ような小 テス ト

(14点 満 点)を 実施 した。

前時 まで の数列の規則 につ い

て、 どの内容が理解で きてい る

か を確 認 した上で本時の 内容 を

指導 し、個 々の生徒が理解 して

いない内容 につ いては、机 間巡

視 などの折 りに指導 してい くこ

とをね らい と してる。

結果 は、以下 の通 りである。

891011121314

理 解 度

【数 列 小 テ ス ト】

1数 列 と は 何 か 、 説 明 せ よ 。

2次 の 文 の 空 欄 に あ て は ま る こ と ば を書 け 。

「数 列 を作 っ て い る お の お の の 数 を(1)と い い 、

1番 目 の 数 を(2)、10番 目 の 数 を(3)、n番 目

の 数 を(4)と い う 。(4)をnの 式 で 表 す こ と

が で き れ ば 数 列 の そ れ ぞ れ の(1)を 容 易 に 求 め

る こ と が で き 、 数 列 の 特 徴 が わ か る 。

そ の こ と か ら(4)を 数 列 の 代 表 と し て(5)

と 呼 ぶ 。」

3次 の 数 列 は ど の よ う な 規 則 で つ く ら れ て い る の

か を 考 え 、()に あ て は ま る 数 を 求 め よ 。

(1)1,4,(),10,139・ 魯・・`・

(2)2,(),-4,-7,-10,・ ・・…

(3)1,(),4,8916,・ ・・…

(4)1,4,(),16,25,・ ・・…

4一 般 項anが 次 の 式 で 表 さ れ る 数 列 の 初 め の5

項 を書 け

(1)an=3n-1(2)an=2n

5次 の 数 列 の 一 般 項anを 求 め よ 。

(1)3,6,9,12,__(2)1,⊥,⊥,■,__
234
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② 研究授業

(1)の 指 導 計 画 の も と、第3時 限 にお い て研 究授 業 を行 っ た 。

対象 全 日制普 通科1学 年(「 数学A」2単 位)の 生徒19名

《本時 の 目標 》 1 ブロ ック階段か ら等差数列の特徴 を視覚 的 に理解 させ る。

H 論 理的思考 に より、等差数列の一般項 の公式 を導 く。

皿 演 習 に よ り、等 差 数 列 の 理 解 を さ らに深 め る。

時間 指導内容
導入 前時の復習と

本時の学習内

2

分

容の説明

展開 問題 提示

.一上.

5

分

展開 発問1

210列 目は何

5

分

個ですか

発問2

どのように

考えましたか

発問3

では、100

列目は何個あ

るか

発問4

どのように考

えましたか

学習内容 指導上の留意点
〈発問により〉

数列に関する用語の確認

(初項、第2項 、 … 、第几項、一般項)

数列には規則があるとい うことの確認
一般項の必要性 を確認

→板書した数列を指 しながら説明

く板書 〉

・,麦.3.

初項 第2項 第3項1
一般項(第 π項)は π

前時の学習内容を忘

れた生徒への配慮

数列の定義や用語に

対 して…遡 ∠ニ

ジ 〔板書〕を与える

ことによって自分な

りに、より納得する

ための材料を与える

<板 書>

1ダJ目}こ2個 、2ダJ目iこ5個 、3ダ1目 に

8個 とい うようにブロックを積み上げて階

段を作ります。このとき、10列 目にはブ
ロックは何個積み上げられるで しょうか。

100列 目には何個積み上げられ るで しょ

うか。」

自由に考えさせる。

机間巡視することで次のような指示を個々に

応 じて与えてい く。

①手がっかない鱒図式化(自 分な りの表現)問 題を把握させる

させる。

②図式化だけできている→数列の特徴につい
て考えさせ る。

③10列 目は求まっている。
→20列 目、30列 目を考えさせる。

(再度、特徴を考えさせる。)

幽 への手
がかりを与える。
一般化させていく。
幽 星してい
く方法を考えさせる

何人かの生徒に答えさせ る。

①正解(29個)② 不正解または答が出ない

↓

L

4列 目、5列 目を答えさ

せる。 上
「なぜそ うなったのか」

を答えさせる。

数列の特像を考えさせ る。

(公差に注目させ る。)

①数列 を書き出 して求めた。②規則を考えて
(多い と予想される。)計 算で求めた

占

20列 目は?30列 目は?

↓
書き出して求めるの

は大変であることを

認識させる。

数列の特徴を考えさ
せることによって盤

星盤 の手がか
りを与える。

遡 墨孟の手が
かりを与える.

特徴をさらに考えさせ る。 幽 の手が

(公差と項数に注目させ る か りをさらに与える

①29×10・ ・290個 ②297.300,299個 な ど

↓
5ダ1目1ま29÷2?

特徴を把握 しているかの確認 墜 墨 養の必要

(公差と項数)性 を認議 させ る。

生徒の考え方を引き出す。 公差と項数の必要性

①3x100②3x99に 着目させるe

↓ ↓
且0列目は3x且0?10列 目は3x9?解 決への論理過程の

1↓ 手だてをし解法を導

100列 目は3x99+2=299個 になる く

展開 図に表 して説明する 問題を容易に⊥凶二
3 模造紙A ジさせる。一

目

10

分
,■ ■,, 模造紙B

23 10

列列 列 258

目目 目
12310

列列列 列
目目目 目

闘
・
…

5

分

開

5
…

展

一

⑳
分

3

分

模造紙Bを は
が し模造紙A

だけにする

発聞5

何か気がっい

たことはない

か

色の違 うマグ

ネ ットシー ト

を使って3個

ずつ増 えてい

ることに注目

させる

発問6
10列 目は何

個か

発問7
なぜ3×9に

なるのか

発間8

なぜ模造紙を

はが したのか

発間9
100列 目を

求める式は?

発問10
昆列目を求め

る式は?

等差数列とそ

の一般項のま

とめ

演習

プ リン ト配布

間1～ 問4は

全員にさせる

問5～ 間8は

早 く終わった

生徒にさせ、

次回の繰題 と

する。

まとめ 初項

と公差の重要

性を強調す る

模造紙Bを 模造紙Aの 上に重ねて黒板に貼る

(下図)

目

』一 目
123

列列列

目目目

考えさせ 、何人かの生徒に答えさせる。

①正解(27個)②30個
↓i

式に衰すことを 図を再度見させ 、列と個数

考えさせる。 との関係を考えさせる。

考えさせ、何人かの生徒に答えさせる。

〈板書>

2列 目→3個3x1

3列 目→6個3×2

4JU目 →9個3x3

IOili目→27個3×9

これに下の2個 を加えて

3×9+2=29個

tOO]t]目 →3×99+2二299

式の意味を図を用いて蒋度確認する

プロソクの数の変化

をイメージとして容

易にとらえさせるた

めに下の2個 を排除

する。

公差を盤 とら

えさせ る。

公差と項数 をイメー

ジづける。

イメージから鯉里へ

と結びつける。

初項をイメージづけ
る。

〈板書〉

ブロックの数を順に並べると、

2.5,8,

このように前の項に一定の数を加えて作

られる数列を等差数列といい、一定の数

を公差 という。 この数列の公差は、3

である。

初項αs、公差dの 等差数列{aniの
一般項は

αn=dPt-1)+a、 である。

式の愈味を図を用いて再度確認する。

〔ブロックの初項邸分をa、,公 差をdと お

き、一般項の構遁を図を用いて示す。}

問1次 の等 差数 列の 初項 と公差 を 求め よ。

(D-8,-5,-2,1,・ ・ ◎

(2)10,8,6,4,…

問2次 の等 差数 列の 初 めの5項 を かけ。

(D初 項5,公 差8

(2)初 項9,公 差一1

問3次 の等 差数 列の 一般 項 を求 め よ。

(1)8,5,2..・ ・

(2)-5.-7,-9。 …

間4次 の等 差数 列の 一般 項 を求 め よ。

(1)初 項8,公 差一3

(2)初 項 一5,公 差 一2

問5ブ ロ ック階 段の 問題 で ブ ロ ックが98

個積 まれ るの は何 列 目か 。

問6次 の よ うな等 差数 列 〔a.)が あ る。

口,口,[⊃.14,口,口.口.[],54

〔1)公 差を求めよ。

(2)初 項を求めよ。

(3)一 般項を求めよ・

問7第lOO項n{195で ある等董数列を

作れ。

聞8今 日の学習内容に関する問題を自分で

作 り答えよ
「等差数列は初項 と公差がわかれば、数列を

すぺて書き上げなくても一般項(纂 何項でも)

を求めることができる。t

腿 を再確
認させる。

一般化することで鹸

理的な思 を深める

公式にすることで盤

理的な思考を深める

趣鯉塁とイメージとの
関係を結びつける。

問題の把握ができて
いるかの確認

解決には何が必饗か
という幽
ができているかの確

認

墾 とイメー ジとが
融合されているかの

確認

過去の経験に結びつ

けることができるか
の確認
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③ 指導 案の改善点

研究授 業 を実施 した後 の研究協 議の結果、指導 案についてい くつかの改善点が指摘 さ

れた。

ω導入・警搬 膿 瓢 警像 讐:一瞑 「

た・ 獺 第2項 第3項 一竺

(イ)展 開1:自 由 に考 え させ る ため 、 文 章 だ

けの 問 題 提 示 に したが 、 どの よ う に考 えた ら よい の か 分 か らな い生 徒 が い

た 。2,5,8,… まで しか 与 えて い なか った た め 法 則 に気 が 付 か な か っ

た こ と、等 差 数列 の発 見 の手 立 て が な か った こ と な どが 考 え られ 、 第6項

まで 提 示 した り、 図や 模 型 で イ メ ージ させ て も よか った 。

(ウ)展 開2:発 問1で は 「3×10+2」 、 「3×10」 と答 えた 生 徒 が いた が 、 こ れ らの 誤

答 が どの よ うに考 え られ た か、 時 間 をか けて 指 導 す る必 要 が あ っ た 。

(x)展 開3:生 徒 が イ メ ー ジ に よっ て理 解 す るた め に一・ts大 切 な と こ ろ で あ っ た が 、

・模 造 紙Aに お け る10列 目の ブ ロ ック の高 さが 不 正 確 で考 察 しに くか っ た。

・模 造 紙Bを は がす のが 早 す ぎた ため 、生 徒 に十 分 に イ メ ー ジ させ る こ と

が で きな か った 。

・マ グ ネ ッ トの色 分 け 、 使 い方 に もっ と工 夫 が 必 要 で あ っ た 。

・ 「1列 冒→0個3×0」 を板 書 した方 が よか っ た 。

(オ)展 開4:・ 等 差 数 列 の 説 明 で 「差 が等 しい」 こ と を 「階段 の段 差 が 同 じで あ る」 こ

と と結 び付 け る必 要 が あ った 。

・図 を用 い て 、数 列 の 値 が 直線 上 に増 え て い く(一 般 項 が1次 式 に な る)

こ とを確 認 して もよか った 。

・一 般 項 の式 が 教 科 書 の 表 記 と違 うが 、 内容 は 同 じで あ る こ とを説 明 す る

必 要 が あ っ た 。

5.研 究授業の分析 と考 察

(1)直 観的 にイメ ージで きる設 問

生徒が授業 を理解す るために、授 業内容 を 「生徒の興味 ・関心 、知識 ・技法」 と関連 付

けるこ とを前提 と して、等差数列の一般項 を導 く指導案 を考 えるこ とに した。具体的 には、

生徒 の既有 の知識で直観的(視 覚的)に イメ ージで きる身近 な もの と して 、 「ブ ロ ック の

階段」 を素材 と した設問 を提 示 した。 この設問は、公差 をブロ ックの高 さの一定の差 と し

て視覚 的に とらえ ることがで き、直観的な個数の処理 に よって、等差 数列 の和 を求め る と

きに も利用 で きる。

設 問提示 では、個 々の生徒が 自己の既有の知識に関連付 けて解決 する ことが望 ま しい と

考 え、一様 なイメージを与 えるこ とを避 け、問題 には図 を取 り入れない形式 とした。

この設問 に対 して、

① ノー トに階段 を10段 目まで書 いて求め る。
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②2,5,8,… … … と、 個 数 の 変化 に注 目 し、差 が 一 定 の 「数 の 列 」 と して捉 え 、10

段 目 まで 「数 」 をす べ て書 き並 べ て 求 め る 。

③ 一 般 項 を推 測 し、 その 式 に代 入 して 第10項 を求 め る 。

④ 初 項 、項 数 、公 差 の 関係 を ブ ロ ックの 階段 か ら読 み と り、計 算 で求 め る 。

な ど、 生 徒 は 自己 の既 有 の知 識 と関 連 させ 、 解 決 す る態 度 が み られ た 。

しか し、次 の⑤ 、⑥ の よ うな生 徒 も見 られ た 。

⑤ 「3×10+2」 、 「3×10」 の よ うに公 差 と項 数 を用 い て 求 め よ う と して い るが 、確 か

な解 答 が 得 られ な い 。

⑥ 設 問 の 内容 は理 解 して い る が 、 どの よ うに して求 め た ら よい か 分 か ら ない 。

こ の よ うな生 徒 は 、 数 の 変化 を初 項 、項 数 、公 差 な どの 要 素 で と ら え て求 め る こ と が

容 易 に で きな い 。 他 の 生徒 が 考 え た 方法 を ヒ ン トと して与 え た り、 考 え る手 助 け と な る

発 問 を す るだ け で な く、 イ メ ージ で き るモ デ ル ・図 を提 示 す る こ とが 、 等 差 数 列 の 概 念

の イ メ ー ジ化 と一 般 項 の 理 解 ・定 着 に必 要 と考 え る 。

(2)視 覚 的 な直 観 に よ る概 念 の把 握 と論 理 的 な理 解

「展 開3」 で は、 提 示 す る 「ブ ロ ックの 階段 」 の 図 を2枚 用 意 した 。(P.5指 導 案 参 照)

模 造 紙A… … …各 列 か ら初 段 部 分(初 項)に 該 当 す る ブ ロ ック を 除 い た 図

模 造 紙B… … …各 列 の初 段 部 分(初 項)に 該 当 す るブ ロ ッ クの み を 描 い た 図

初 め は模 造 紙Aの 上 に模 造 紙Bを 貼 っ て提 示 し、 設 問 を視 覚 的 に把 握 させ る。 次 に模 造

紙Bを はが し、各 列 か ら初 段 部 分(初 項)に 該 当 す るブ ロ ックを切 り離す 。模 造 紙Aに よっ

て 、 初 段 を 除 い た各 列 の ブ ロ ック の個 数 を3の 倍 数 と して 求 め る こ とが で き る こ とに気 付

か せ る。 次 に模 造 紙Bを 再 び貼 り、初 段(初 項)を 加 え る こ とに よ って 、 各 列 の ブ ロ ッ ク

の 個 数 は求 め られ る。 この よ うな 手順 で 、 イ メ ー ジ に よる理 解 を図 った 。

しか し、 生徒 は図 に よ って 直 観 的 に 理解 を した もの の 、項 数 を変 数 と して と らえ る 一 般

項 の概 念 を論 理 的 に理 解 して い ない 。

そ こで 、 模 造 紙Aか ら各 項 と項 数 との 関係 を 「2列 目→3×1、3列 目→3×2」 の よ

う に提 示 し、 式 の 特徴 を推 測 ・類 推 させ 、 「100列 目は い くつ で す か?」 とい う発 問 に よ っ

て項 数 との 関係 を気 付 かせ 、π項 目(一 般 項)の 式 を示 した 。 生 徒 が 「第 η項 は公 差 の

n-1倍 」 を理 解 す る に は 、 「推 測 ・類推 」 に よる指 導 方 法 が 効 果 あ る と思 われ る 。

等 差 数 列 の概 念 と一 般 項 を理 解 させ るた め には,イ メ ー ジ との融 合 が必 要 であ る と考 え、

ブ ロ ック 階段 の 図 で具 体 的 に初 項 、公 差 を示 し、 一 般 的 な 公 式 の 理 解 に は 、 初 項al、 公

差d、 項 数 π をそ れ ぞ れ 図 にあ て はめ 、論 理 的 に一 般 項 の公 式 を導 い た。

生 徒 の 様 子 を見 て い る と、概 念 や公 式 を理 解 させ 定 着 させ るた め に は 、 『身 近 な こ とや

関心 の あ る事 象 の イ メ ージ と概 念 ・公 式 等 の融 合 』 を図 る こ とが 、 新 しい 知 識 ・概 念 の 理

解 に は必 要 で あ る と思 わ れ る。

(3)演 習 に よる 知 識 ・概 念 の 定 着

新 しい知 識 ・概 念 が 理 解 され て も、 そ れ だ け で は 同様 な事 象 に対 処 す る能 力 の定 着 に は

至 らな い 。確 か な定 着 に は、 演 習 を通 して 「なぜ こ の よ うに な るか 」、 「なぜ こ う した 手 順

で や らな け れ ば な ら ない か 」 とい う根 拠 や論 理 を再 度 確 認 す る こ とが 必 要 で あ り、 そ れ が
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新 しい知識 ・概念 を定着 ・発 展 させ る と考 える。

したが って、演 習 には次の ような点 を考慮 した。

① 既有の知識 と容易 に関連付 け られる問題

② 論理 的な思 考の定着が図 られ る問題

③ 論理 とイメー ジが融合 されてい る問題

この観 点か ら演習問題 を検討 し、個々の生徒 の理解 の度合 い に応 じた問題 を厳選 して、

指導 をしていかな けれ ばな らない と考 える。

6.今 後 の課 題

生 徒 は、 数 学 の 問 題 を解 い た り、公 式 を理 解 した りす る と き 、数 学 に対 して 、何 か し ら の

イ メ ー ジ を もっ 。

例 え ば、sin2x+cos2x・=1と い う式 か らは、 「直 角 三 角 形 を思 い 浮 か べ た り、 円 を思 い

浮 か べ た り」 と、 生 徒 独 自の い ろ い ろ な イ メ ー ジが 存 在 す る。

この イ メ ー ジ を もつ た め の訓 練 と して 、教 師 の もって い る イ メ ー ジの 一 部 を、生 徒 の 発 達

段 階 に即 して 、視 覚 化 して示 す必 要 が あ る と考 え る 。

我 々 は 、 「生 徒 に 『視 覚 化 に よ る直 観 的 理 解 』 『論 理 に よる理 解 』 『演 習 に よ る理 解 の定 着 』

を意 図 的 に働 きか け 、 生 徒 が 億 味 の理 解 』 と 『手 続 きの習 得 』 を結 び付 け な が ら学 ん で い

くこ とに よっ て 、生 徒 の 理 解 が 深 ま る」 とい う仮 説 に基 づ い て研 究授 業 を行 って きた 。

今 回 の研 究 だ け で は 結 論 を述 べ る こ と はで きな い が 、 「視 覚 化 に よ る 直 観 的 理 解 」 を 図 る

こ とに よ って 「論 理 に よ る理 解 」 も一 層 深 ま る こ とは確 認 で きた と考 え る 。 ま た 、 「視 覚 化

に よる 直観 的 理 解 」 を あ らゆ る面 で 有 効 に活 用 す る こ とで 、 生徒 が 自 ら新 しい 発 見 をす る手

助 け に な り、 生 徒 が い ろ い ろ な イ メ ー ジ を もて る本 当 の 意 味 で の 「学 習 の 定 着 」 が 図 られ る

と考 え る 。

以 上 か ら、 今 後 の 第 一 の 課 題 は 、 この 「視 覚 化 に よ る直観 的 理 解 」 の た め に 、 どの よ う な

場 面 で 、 どの よ う な内 容 を提 示 して い け ば よいか を、 さ らに検 討 してい くこ とで あ る 。

第二 の 課 題 は、 生 徒 が 試 行 錯 誤 しなが ら、「視 覚 化 に よる直 観 的理 解 」、 「論 理 に よ る理 解 」、

「演 習 に よ る理 解 の定 着 」 を結 び つ け 学 習 して い く こ とで 、数 学 の 真 の 理 解 に つ な が っ て い

く過程 を さ らに検 証 して い くこ とで あ る と考 え て い る。
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H関 数の合成による2次 関数の導入 とタイル を用 いた平方完成の指導

概 要

2次 関数 と1次 関数のグラ フを合成 した関数 のグラフは,そ の2次 関数の グ ラフ を平行

移動 した ものであ ることを認識 させ 、頂 点か らx軸 方向への変化量 の2乗 がy軸 方向 へ の

変化量 に等 しい ことに よ りグ ラフの方程 式 を導 き出 した。そ して、2次 関数 の グ ラフ をか

くためには平 方完成が必要であ ることを認識 させ 、 タイルの並べ替 えの作業 を通 して 、視

覚 的に平方完 成 を理解 させ る指導 を行 い、同時に式変形 に よる指導 も行 った。

その結果 、生徒 はタイルの作業 を行 うことによって、平方完成 につ いての興味 ・関心 を

もつ ようにな り、理解 も高 まった。

1.研 究 の ね らい

「数 学1」 の2次 関 数 の グ ラ フ につ い て は 、y=a(x-p)2+qの グ ラ フがg=tzr2の

グ ラ フ を平 行 移 動 した もの で あ る こ とか ら、y=ax2+bx+cを 平 方 完 成 す る こ と に よ っ

て グ ラ フ をか くとい う流 れ で 指 導 され る こ とが多 い 。 その 際 、平 方 完 成 の計 算 を苦 手 とす る

生 徒 が 多 く見 られ る。 そ こで 、 タ イル を用 い た作 業 を効 果 的 に取 り入 れ る こ とに よっ て 、 平

方 完 成 の 式 変 形 に対 す る生 徒 の 興 味 ・関 心 を高 め 、 そ の定 着 を図 る こ とを 目指 した 。

ま た 、 平 方 完 成 の 必 要 性 を理 解 させ るた め に、2次 関 数 の グ ラ フの導 入 にお い て 、1次 関

数 と2次 関 数 の グ ラ フ の合 成 を利 用 す る こ とに した 。2次 関 数 の グ ラ フは 、1次 関 数 の グ ラ

フ との 合 成 に よっ て平 行 移 動 され た グ ラ フ に な る とい う特 徴 を生徒 に理 解 させ 、学 習 意 欲 を

高 め る と と もに 、平 行 移 動 され た グ ラ フの方 程 式 を導 く とい う流 れ の 教 材 を考 え 、2次 関 数

の グ ラ フ につ い て新 た な視 点 か らの 指導 方 法 に 関す る研 究 を行 うこ とに した 。

2.研 究 の 内容 と方 法

上 記 の ね らい に基 づ き以 下 の 内 容 につ い て 、 指 導 方法 を研 究 した 。

(1)平 方完 成 の 必 要 性 を理 解 させ る こ と

(2)2次 関 数 の グ ラ フの 導 入 と展 開

(3)平 方 完 成 を習 得 させ る こ と

また 、 次 の よ う な方 法 で研 究 を進 め た 。

(1)指 導 計 画 の 作 成

(2)作 業 教 材 の 開発

(3)ワ ー ク シ ー トの作 成 と活 用

(4)研 究 授 業 の実 施

(5)ア ンケ ー ト調 査 の 実 施

3.指 導計画

研究 のね らい に基づいて作成 した指導計画(5時 間)の 概略 を示す 。
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[第1時]グ ラフの合成

① 直線 と直線、直線 と放物線 、直線 と双曲線 、直線 と円のグラ フを合 成す る(作 業)。

⇒ 放物線だけ は、合成 して も形 に変化 が ない ことを知 る。

[第2時]2次 関 数 の 平 行 移 動

①9=x2とy=-2x+3の グ ラ フ を合 成 してy=x2-2x+3の グ ラ フ をか く。

②y=x2とy=x2-2x+3の 対 応 表 を比 較 す る。

③g=τ2の 放 物 線 定 規 をy=x2-2x+3の グ ラ フ に重 ね る。

⇒y=x2-2x+3の グ ラ フ はy=x2の グ ラ フ を平 行移 動 した もの で あ る こ と を知

る 。

④ 対 応 表 よ り頂 点 の 座 標 を求 め る。

[第3時]2次 関 数 の 標 準 形

①y=x2とy--2x+3の グ ラ フ を合 成 した グ ラ フの標 準 形 を導 く。

⇒y=x2をx軸 方 向 にp,y軸 方 向 にq平 行 移 動 した グ ラ フ の方 程 式 が

g=(x-p)2+qで あ る こ と を知 る 。

[第4時]平 方 完 成 の習 得(研 究 授 業)

① タ イ ル を使 い 、平 方 完 成 の式 変 形 を視 覚 的 に理 解 す る(作 業)。

[第5時][1(=ax2+bx+cの グ ラ フ を か く1

4.教 材 と指 導 方 法 の工 夫

(1)グ ラ フ の合 成

y=ax2+bx+cとy=αx2の グ ラ フの 形 が 一致 す る こ と(平 行 移 動)の 説 明 の 導 入

と して直 線 と放 物 線 の合 成 を考 え た 。 まず 、 い ろ い ろ な 図形(グ ラ フ)を 合 成 す る こ と に

よ っ て新 しい 図形(グ ラ フ)が 得 られ る こ とを 、次 の作 業 を通 して生 徒 に体 験 させ る。

① 直 線 と直線 、 直 線 と放 物線(図1)、 直 線 と双 曲線 、 直線 と 円(図2)な どの 図 形 を

あ らか じめ 方 眼 紙 に印 刷 した もの を ワー ク シ ー トと して配 布 す る 。

〔図1〕 〔図2〕
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② 合 成 の作 業 は コ ンパ ス を用 い て 、直 線 の グ ラ フの 写の値 を他 方 の グ ラ フの 穿の 値 に 上

乗 せ して い くとい う方 法 を と り、 で きる だ け丁 寧 に細 か く点 を プ ロ ッ トさせ る。

こ の作 業 の ね らい は 、 直線 と放 物 線 の グ ラ フ を合 成 した グ ラ フが放 物 線 と な り、 しか

も形 が 元 の放 物 線 と一 致 して い る こ とに気 付 か せ る こ と にあ る。

(2)2次 関 数 の平 行 移 動

放 物 線y=α ♂ と直 線y=bx+cの

グ ラ フ を合 成 す る こ と に よ って得 られ る

関 数 が 、y=ax2+bx+cで あ る こ と

を確 認 し、 そ の グ ラ フ は 、y=ax2の グ

ラ フ を平 行 移 動 した もの で あ る こ とを 生

徒 に気 付 か せ る。

そ の 方 法 は以 下 の通 りで あ る 。

①y=♂ とy=-2x+3の グ ラ フ

を合 成 させ る 。[図3]

② 対 応 表 を作 成 す る 。

ワ ー ク シ ー トと して生 徒 に対 応 表 を

配 付 し 〔図4〕,そ れ ぞ れ の 平 均 変 化

率 を計 算 させ る。

平 均 変 化 率 が 一 致 す る こ とで2つ の

グ ラ フが 一 致 す る こ と を確 認 す る。

[図4]

[図3]
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(3)2次 関数 の標 準 形

頂 点 が(p,q)で あ る放 物 線 の 方程 式 はg=a(x-p)2+qで あ る こ と を導 く。

2次 関数 の グ ラ フは 一般 形 を標 準 形 に変 形 し、頂 点 の 座標 を求 め て か くこ と を説 明 し、 平

方 完 成 の必 要 性 を理 解 させ る。 そ の 方法 は 以下 の 通 りで あ る。 〔参 考 文 献[1]〕

①y=〆 の グ ラ フ を方 眼 紙 に印 刷 した ワー クシ ー トを配 布 し、 頂 点 か らx軸 方 向 へ の

変 化 量 の2乗 がy軸 方 向 へ の 変 化 量 に等 しい 関係 に あ る こ とを確 認 す る 。[図5]

② 放 物 線 写=∬L2x+3を 方 眼 紙 に印刷 した ワー クシ ー トを配 布 し、yニx2の グ ラ

フ と形 が 一 致 して い るの だ か ら、τ,写 の 変化 量 の 関係 も同様 で あ る こ とか ら放 物 線 の

標 準 形y=(x-1)2+2を 導 く。[図6]

③ 標 準 形 を式 展 開す る こ とで一 般 形 と同 一 で あ る こ と も確 認 す る 。
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[図5] [図6]

i[像一1)2]・[塑

(4)平 方完成の習得 〔参考文献[2]〕

平方完成の計算手順の説明 は、式の展 開や因数分解 の計算 に関連付 けて行 われる こ とが

多 い。 また、式の変形 だけに着 目 してその手順 を公式 の ように覚 えさせ て しまうこと もあ

る。

そ こで特 に 「xの 係数 の半分の2乗 を加 えた り、引いた りす る」部分 の説明 をタイルを

用い て視覚 に訴 えなが ら、パズ ル感覚で行 うことを考 えた。

生徒 自身にタイルの並べ替 えを行 わせ、試行錯誤 を繰 り返す中で平 方完成の式変形 の意

味 を理解 させ 、計算手順 を覚 える ことがで きると考 えた。

生徒 には上質紙 で作 った次 の ような3種 類の タイル を配布 す る。

①長さ一 一 一 ・□ 醗 ノ

②一1-一 日

③ 長 さが 繊1の 正 方 形 ・ ・ ・ … □

面積 ∫

面積1

こ れ らの タイ ル を用 い て 、例 え ば 面積xの タイ ル が2枚 あ れ ば2xと い う よ う に タ イ ル

の 枚 数 で式 の係 数 を 表 す こ とにす る 。

平 方 完 成 に お け る()2は タ イル を用 い て正 方形 を作 る こ と で あ る こ と を作 業 を 通

して理 解 させ る。例 え ば 、x2+2xを タ イル で表 す と図7の よ うに な る 。

これ らの タイ ル を使 って 正 方形 を作 る こ とを生 徒 に考 え させ る。 正 方 形 に す る た め に は

面 積1の タ イル が1枚 不 足 す る。 新 た に不 足 分 の タイ ル を加 え る こ とに な る が 、他 か ら借

りて くる こ と に な るの で 、 「一」 を つ け て借 りて きた 分 を外 に 出 して お く。 〔図7〕
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[図7]

x2十2x ニx2十2x 十1 一1 =(x+1)2 一1

十

+ロ ー■ 一□

こ こで 作 成 さ れ た正 方 形 の一 辺 の長 さはx+1と な るの で 、 タ イル を式 で 表 す と、

x2+2x=(x+1)2-1と 式 変 形 さ れ た こ と に な る 。

5.授 業 記 録

(1)指 導案(第4時 間 目研 究授 業)

本時の目標 ・ ①

②
③

タ イ ル の 並べ 替 え に よる正 方 形化 が理 解 で きる。

タ イ ル の 並ぺ 替 え と、 平 方 完 成 の 式 の変 形 が 同一 視 で き る。

平 方完 成 の 式 変 形 が 理 解 で きる 。

時間

導

入

10

分

展

開

10

分

10
分

指 導 内 容

・y=x2-2x+3の グ ラ フ は、

y=(x-1):+2と 変 形 し 、 頂 点
の 座 標 を 求 め て か らか く こ と を 復

習 す る 。
・途 中 の式 変 形 を タ イル を用 い て 考 え

る 。
・タ イ ル の 種 類 を説 明 す る 。(タ イ ル

を 黒板 に 貼 り付 け る)

・y=x2+2x+1を 与 え られ て い

る タイ ル で 表 現 す る。
・タ イ ル を 並 べ 替 え る こ と に よ っ て 正

方 形 を作 る こ と を示 す 。

・y;x2+4xを タ イ ル で 表 現 す る

・タイ ル を並 べ 替 え て正 方 形 を作 る 。

・正 方 形 を作 る た め に は どの タ イ ル が

何 枚 足 りな いか を気 付 か せ る 。

・タ イ ル に よ っ て標 準 形が 完成 した後 、

頂 点 の座 標 ・軸 の 方程 式 を 求 め て グ

ラ フ もか く。

・2次 関 数 を タ イ ル を用 い て平 方 完 成

す る問 題 を解 か せ る 。

学 習 活 動

■ 口 口

回凹
=

=

-

口

十

十
肋
口
十

十

♂
口
r

血
+

+
τ口
r

屡.、 、 2t

田田

4

田

"

+

一

一

欝
灘

2

墨

藷
2=

頂 点(-2、-4)

軸X=-2

〈練 習 問 題 〉

タ イ ル を用 い て 、y=x2+6xを 平 方 完 成

し、 そ の グ ラ フ をか き な さい 。

指導上の留意点 ・評価

・学 習 目標 が 正 し く理 解 で き て い

る 。

・用 意 した タ イ ル を生 徒 に配 布 す

る。
・用 意 した タ イ ル は面 積 そが れ そ

れx2、x、1で あ る こ と を 説

明 す る。
・完 成 した正 方 形 は一 辺 が2+1

の 正 方 形 に な るの で 、

x2+2x+1=(x+1)2と

変 形 で き る

・生 徒 に配 布 して あ る タ イ ル で 、
面積 が ゴ の タ イ ル が1枚,面

積 が ∫の タイ ルが4枚 用 意 で き

た か を確 認 す る 。
・∫ の 係 数 が 正 の と き は 、 面 積

x2の タ イ ル の 周 り に 面 積xの

タイ ル を並 べ 替 え て 正 方 形 を 作

る こ と を指 導 す る。

・不 足 分 の タ イル を斜 線 で 示 し、

不 足 分 の タ イ ル を借 りて き て 貼

り付 け 、借 りて きた タ イ ル と 同

じ タ イ ル を 「一」 を付 け て 隣 に

貼 り付 け る。

また 、 何 故22に な る か を 考

させ る 。
・斜 線 部 分 に 、借 りて きた タ イ ル

を貼 り付 け 、正 方形 を作 り、 式

で表 す 。

・タイ ル を正 方 形 に 並 ぺ 替 え る た

め に は 、xの 係 数 の 半 分 の2乗

を加 え 、 加 え た 分 を引 い て お く
とい う こ と を確 認 す る 。
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時間 指 導 内 容 学 習 活 動 指 導 上 の 留 意 点 ・評 価

2次 関 数 ン=τ2-2∫+3を タ イ 〃=エ2-2∫+3
ル を使 っ て 平 方 完 成 す る と と も に 、

代 数 的 な 方 法 に よ って 平 方 完 成 す る ロ ー□ ・日コ
こ と を生 徒 に説 明 す る。

。周 』 、1匙,

賑 一 □ ・日コ
・斜 線 部 分 は存 在 しな い 部 分

ま 離(∫-1)2-1+3

と 賑 一 □ ・』
=(x-1)'+2

め

膿 ・[E
∫の 係 数 の 符 号 に よ ら ず 、 ヱの

係 数 の 半 分 の2乗 を加 えて 引 く こ

と と、定 数 項 は 最 後 まで 使 わ な い

10 !、》 こ とを確 認 す る 。

分 ＼
2 .9匿9 頂 点 の 座標(1,2)

軸 κ=1

0

〉

τ

算=1

5 ・代 数的計算のみで標準形を導 く練習 翻=τ2+4τ+3の 頂 点 の 座 標,軸 の 方 程 タ イ ル で イ メ ー ジ を 作 っ て あ る
分 問題(次 回 の 授 業 で 解 答 す る)。 式 を調 べ て 、 グ ラ フ をか きな さい 。 の で 、代 数 的 に 練 習 を させ る。

5

分

次 回授業の予告

(2)研 究授 業

上記 の指導案 に従い 、全 日制課程普通科第1学 年(習 熟度 別授業 「2ク ラス3展 開」実

施)の 数学 を不得意 とす る生徒16人 に対 して研 究授業 を実施 した。

以下 はその様子 や生徒 の解答例 、参加者 か らの意見であ る。

① 導入部分

前時(第3時 間 目)で 学 んだ ように、2次 関数 の標準形か ら頂点の座標 と軸 の方程 式

を求 めて グラフをか く方が 、関数 を合成 した り対応表 を作成 してグラフをか くよ りも効

率的であ るこ とを復習 した。y=x2+2x+1を 例 と して、 タイル によ る表 現方 法 と、

正 方形 に並べ替 える ことに よって標準形 に変形で きる手順 を説明 した。

② 作業の方法

あ らか じめ用意 しておいた3種 類 の タイルを生徒 に配布 し、い くつかの例 を示 した後、

生徒 に タイル を並べ替 えさせ、並べ た結果 をノー トに貼 り付 けさせ た。 また、時間 に余

裕 のある生徒 について は、タイルを正方形 に並べ替 える作業 に対応す る式 も書 かせ た。

③ 生徒 の取 り組み

具体 的 にタイルを並べ替 えて正方形 を作 るとい う作業 であったため、生徒 は試行錯 誤

しなが らも、パ ズル感覚 で興 味 をもってタイルの並べ替 えの作業 に取 り組 んでいた。 習

熟度別授業 の メリッ トもあ って個 別指導 を行 うことがで き、内容が理解で きると積極 的

に作業 に取 り組む生徒 の様子が見 られた。
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④ 生徒の解答

(ア)

(イ)

〈 例>y=:x2+4xの タ イ ル の 並 べ 替 え

i罵 コヒ鞭
七苧'中

・撫 嵐 ・
此

蒙i難1難
二{
{

1

糠i鷲
黙鱗
尾馨.{諭 ㌔》

努・・購'ジ

雛 概傍鰭

灘
「

懸繋
ニ ウ

(斜 線部分は不足分)

-

一E[ヨ

(ア)のタイルの並べ方 は誤 りではないが 、代数的 に平方完成 をす る際 に、 「κの係 数 の

半分の2乗 を加 え、加 えた分 を引 く」 という考 えを導 くために、(イ)のように、 タイルの

並べ方 は正 方形 の隣 り合 う2辺 に同 じ枚数 だけ貼 り付 けることを指導 した。

⑤ 研究授業 の評価

研究授業終 了後 、各 項 目について生徒 を対象 にアンケー トを実施 した。その結果 は次

の ようであ る。

項 目 で き た で きない

(ア>2次 関数 を タイ ル で 表 現 し、 そ れ を正 方形 にす る こ とは理 解 で き ま

した か 。 80.9% 19.1%

(イ)写=ゴ+4∫ を計算 式 の み で平 方 完 成す る こ とはで きま した か 。 57.1% 42.9%
一

(ウ)〃;τ2-2∫+3を 計 算 式 の み で 平 方 完 成 す る こ とは で き ま した

か 。 47.6% 52.4%

6.分 析 と考 察

(1)生 徒 の 興 味 ・関 心 等 につ いて

作 業 が で きる タ イ ル とい う教 具 を利 用 す る こ とに よっ て 、生 徒 は試 行 錯 誤 しな が ら も タ

イ ルの 並 べ 替 え に意 欲 的 に取 り組 んで い た。 これ は 平 方 完 成 の導 入 の 一 つ と して 、 タ イ ル

とい う教 具 が 効 果 的 で あ る こ とを示 して い る と考 え られ る。

(2)タ イ ル の並 べ 替 え の作 業 結 果 につ い て

誤 答 で はな い が 、5(2)④ に あ る よ う に、 正方 形 の4辺 に面 積xの タ イ ル を1枚 つ つ 貼 り

付 け る生 徒 が 数名 い た 。4辺 に 同数 の タイ ル を貼 り付 け る こ とが で き ない 例 と して 、机 間

巡視(指 導)の 中で 、 「も し面積xの タ イル が6枚 で あ っ た ら ど う だ ろ う」 と い う 質 問 を

し、板 書 で 示 す こ とに よって 、 ほ ぼ全 員 が 正 方 形 の 隣 り合 う2辺 に面 積xの タイ ル を 同 じ

枚 数 だ け貼 り付 け る よ うに な った 。 また 、2次 関 数 を表 現 す るの に使 用 した タイ ル だ け を
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用いて正方形 に並べ替 え ようとして、うま くいかなかった生徒が多 かったが、図の よ うに

面積1の タイルを借 りて きて正方形 を作 り、借 りて きた分 を返す とい う指導 によって解 決

+巳 口:lll灘 撫 欝撫孚:1灘;:二欝

(3)タ イ ル を並 べ 変 え る作 業 と代 数 的 な式 の表 現 につ い て

ア ンケ ー ト結 果(ア)よ り、 タイ ル を用 い て2次 関 数 の標 準 形 を作 る こ とは 大 部 分 の生 徒 が

理 解 で きた と考 え られ る。 したが っ て 、 タ イ ル を用 い る と、標 準 形 か ら頂点 の座 標 を求 め 、

グ ラ フ を か くとい う一 連 の 流 れ を生徒 に理 解 させ る こ とが で きる と考 え られ る 。

しか し、 ア ンケ ー ト結 果(イ)(ウ)から分 か る よ うに 、今 回 の授 業 実 践 で は 、練 習 不 足 な どの

原 因 に よ り、 タ イル を使 わず に2次 関 数 の標 準 形 を作 る こ とを十 分 に理 解 で きな か っ た生

徒 もい る 。

7.ま とめ と今後の課題

(1)2次 関数の グラフの導入 において、 グラフの合成の作業 を取 り入 れた指導 を行 った結果 、

次 の ようなこ とが分か った。

① いろ いろな図形 を合成す る作業 によって、生徒 の学習 意欲は高 まった。

② 生徒 は、直線 と放物線 の合成 を通 して、2次 関数のグ ラフに興 味 をもった。

(2)平 行移動後 の放物線 の式 を導 く方法 において、頂 点か らの変化量 についての特徴 を利 用

す ることに よって、生徒 に平方完成 の必要性 を理解 させ ることがで きた。

(3)2次 関数 の平方完成 の指導 において、タイルを利用 してパズル的 に正方形 を完成 させ る

指導 を した結果 、次 の ような ことが分 かった。

① タイルの利用 は、平方完成 を具体 的に視覚化 し、正方形 を作 る作業 を通 して生徒 の 自

発性 を高 め、 目的に向か って試行錯誤す る力 を養 った。

② 正方形化 で きた生 徒 は、2次 関数のその後の学習 において も積極的 な姿勢が見 られ、

タイル を組 み合わせ るとい う作業 は、学習活動へ の動機付 けに効果 的で ある。

③ 視覚 に訴 え、作 業 を行 える教具 を利用す るこ とは、学習の動機付 けに有効 であ る。

今 回の研 究の成果 を生か して、教師の一方通行 的な授業 ではな く、一 人で も多 くの生徒 が

数学 に興 味 ・関心 を もって主体的 に取 り組む ことがで きるように、今後 、教材 の開発や指 導

法 の研 究に取 り組 んでい きたい と考 えてい る。

[参考文献] [1]日 本数学教育研 究(1993年 滋賀大会)特 集号

[2]数 学教 室(1995年3月 号 国土社)「 べ きタイルの代数」
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m空 間図形を認識させる効果的な指導

一VRML2に よる空間図形の把握一

概 要

空間図形の認識能力 を高 める手段 としてのVRML2の 有効性 と、授 業への応 用 の仕方 を

研 究 した。基本 図形(点 、線 、面 、球 、柱 、錐)を 扱いやすいVRML2の 特性 を数 学 に活

用す る方法 を研究 した。授業へ の応用 は、主に空 間ベ ク トルを素材 と して試み た。 応用 し

やす いい くつ かのプ ログ ラム を作 り、生徒 が直接VRML2の 操作 をす るこ とに よって 、空

間 の概念 を より身近 にとらえ させ ることがで きた。

1.研 究 の ね らい

従 来 、 空 間 の ベ ク トル な ど を教 え る と き には 、 黒板 に表 現 した 図 を用 い て きた が 、 生 徒 が

理 解 す るの に難 し く、 なか なか 身 近 な もの と して と らえ る こ とが で きな か っ た 。BASICプ ロ

グ ラ ム を用 い て み て も、立 体 的 に提 示 す る こ と は困 難 で あ っ た 。最 近 の パ ソ コ ン に標 準 添 付

され て い るVRML2を 用 い れ ば 、立 体 図形 を簡 単 に提 示 で き る こ とが 分 か った 。VRML2を

どの よ う に数 学 の 教 材 と して用 い れ ば 、生 徒 が 空 間の 概 念 を よ り身 近 な もの と して と らえ る

こ とが で きるか を研 究 の ね らい と した 。

2.研 究の流 れ

VRML2に は まだ まだ体系 的なマニュアルが少 な く、数学教材 を構築す るのに参考 となる

ようなマ ニュアルに至 って は皆 無であ る。そ こで、プログラムを試行錯誤 で組 み、 どの よ う

な図形表示 が可 能か模 索 した。その方法 を以下 に列挙 する。

① 文献研 究

② サ ンプル プログラムの実行 と分析

③ 座標(X、y、Z)の 数値 入力 に よる図形 の確認

④ 基 本図形の変形(形 ・カラー ・視点)

⑤ 基 本図形の組み合 わせ 、移動

⑥ ④ 、⑤ の図形が教材 として適 当か どうかの検討

⑦VRML2を 活用で きる分野 の検討

⑧ 授 業実践 に よる効果 の確認

⑨ エデ ィ ター としてのメモ帳 の使 い方 の確認

3.空 間 図 形 を表 示 す る ソ フ ト 『VRML2』 に つ い て

(1)VRML2は 、 イ ン タ ー ネ ッ トの 閲 覧 ソ フ トに 組 み 込 ん で 使 う タ イ プ と、 単 独 で 使 う タ イ

プ と大 き く分 け て2種 類 の も の が あ る 。

(2)イ ン タ ー ネ ッ トの 閲 覧 ソ フ ト と し て 有 名 な2つ に は 、MicrosoftInternetExplorer

3.0/4.0とNetscapeNavigator3.0/4.0が あ り、 何 れ もFreeSoftwearと し て 広 く流 布

し て い る 。
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(3)こ の 閲 覧 ソ フ トに 「空 間 図形 」 を表 示 させ るた め に、追 加 機 能 と して流 布 して い る ソ フ

トの1つ にVRML2が あ る 。

(4)組 み 込 み 型 ソ フ トのVRML2と して 有 名 なの は、Microsoft、SONYな ど3つ あ り、 何

れ も イ ン タ ー ネ ッ ト ・サ イ トか ら無 償 ダ ウ ン ロー ドで きる。

Microsoftsite… …http://www.microsoft.com/japan/ie40.asp

SONYsite… … …http:〃vs.sony.co.jp/index-j.html

SGIsitehttp://www.sgi.com/

(5)VRML2はVirtualRealityModelingLanguageと い う空 間図 形 記 述 言 語 で 、BASICや

FORTRANと 同 じ よ うな プ ログ ラム言 語 構 造 を持 っ て い る。 イ ン ター ネ ッ トや電 子 メ ー ル

が 機 種 や 環 境 に依 存 せ ず 、 実行 で きる の と同様 に 、VRML2も 機 種 や環 境 に依 存 せ ず 実 行

で きる。

(6)立 体 を プ ロ グ ラム で作 る際 、BASICよ りもVRML2の 方 が 遙 か に簡 単 で分 か りや す く作

れ る 。 そ れ は 、VRML2が 立 体提 示 用 に 開発 され た言 語 で あ る こ とに よる 。

(7)VRML2は 立 体 図 形 を記 述 す る構 造 化 言語 で あ り、機 種 に依 存 しな い ソー ス コ ー ド ・プ

ロ グ ラ ミ ング に な って い る。 デ ィ レク トリ構 成 も立 体 ッ リー構 造 に よ る表記 が 可 能 で 、 効

果 的 な マ ン ・マ シ ン ・イ ン タ ー フ ェ イス を もって い る 。

(8)VRML2フ ァ イ ル は 、 ノ ー ド(node)と い う立体 を作 る命 令 群 で構 成 され る。

VRML2の ノ ー ドに は 、次 の よ うな種 類 が あ る。

① 形 状 ノ ー ド:球 、 立 方体 等 の幾 何 学 的 形 状 を表 す

② 属 性 ノ ー ド:形 状 ノ ー ドの色 や 模 様 等 の 質 感 を表 す

③ グ ル ー プ ノ ー ド:座 標 変換 を指 定 した り、複 数 の ノ ー ドを グ ル ー プ化 す る

④ 特 殊 な ノ ー ド:高 原 や フ ォグ 、背 景 の色 な どを表 す

4.授 業 への導 入

VRML2を どの ように授業へ導入す るか についての研 究 を次 に まとめ る。

(1)数 学B「 空間 にお けるベ ク トル」の学習への導入

VRML2の 有効性が3次 元空 間で発揮 され ることか ら、空間図形 に関す る内容へ の導入

が最適 と思 われ る。工夫次第 では数学1皿で も活用可能 と考 えるが、 ここで は数学B「 空 間

ベ ク トル」で考 え られる活用例 を示す 。

① 空 間座標 の導 入

例 えば点(3,2,1)と 点(3,2,5)をVRML2で 表示す る と、重 なって1点

しか見 えない。 これはVRML2の 視 点が最初 にz軸 方 向に設定 されているためであるが、

マ ウス操作 に よって視 点 を変 えると、2点 が奥行 き方 向(z軸 方向)に 重 なってい た こ

とを実 感で きる。

この ようなVRML2に よる表示、操作 を平面座標 か ら空 間座標 の導 入に利 用す ると、

それ まで平 面座標 に慣れていた もの にとって空間座標 の必要性 や具体 的な イメージ の確

立 が容易 になる。
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② 対称 点の理解

座標 空間 において 、原点や座標 軸、平面 に関 して対称 な点 の座標 を求める学習 を行 う

場合 、対称点の性質 をVRML2で 表示 しなが ら理 解 を促 す ことがで きる。

③ ベ ク トルの相等

VRML2の 機能 の一つ に、マ ウス操作で図形 を平行移動 させ る機 能があ る。 これ を用

い ると、例 えば、直方体 において、ベ ク トル をマ ウスで平行移 動 しなが ら重 ね る操作 を

通 して、ベ ク トルの相等 を実感 させ るこ とがで きる。

④ 内積 計算

2つ のベ ク トルの内積 の値 を求め てか ら、それ らのベ ク トルの位置関係 をVRML2を

用いて表示す るこ とで、内積=0と ベ ク トルの垂 直の関係 を視 覚的 に体験 させ るこ とが

で きる。

⑤ 軌跡 ・ベ ク トル方程式 の視覚的理解

一定の条件
、例 えば、定点 か らの距離が一定の点の軌跡や、2定 点か らの距離 の比 が

一定 な点の軌跡 は球面 となるが
、VRML2に よる表示 によって条件 を満たす点が集 まっ

て球 になるこ とを画面上 で提示す ることで、空間図形の イメージが具体的 になる。

単 にベ ク トル方程式 を計算 で求め るだけで な く、視覚的 に具 体化す ることで理解 を促

す ことがで きる。

(2)授 業実践

(1)で示 した よ うに、VRML2の 特性 か らは数学Bで の授業実践 が望 ましか ったが、担 当

者の関係で、BASICに よるプログラミングを中心 に学習 している授業(科 目名 「数学A」 、

講i座名 「基礎数学」)で の実践 となった。

① 指導 案(本 時の 目標)

・VRML2を 用いて直線の位置関係 を見 ることに よ り、空 間図形の理解 を高め る。

・VRML2の プログラ ミングの実習

時間 指 導 内 容 学 習 内 容 留 意 点

・本時の学習内容の説明
問14点A(5,2,-3),B(0,-2,3), ・ワ ー ク シ ー トへ の 図 示 等 に よ っ

導
・発問(問1)

C(1,5,0),D(4,-3,1)に つ い て 、2点A, て生徒 に予想 させ る。

Bを 通る直線 と、C,Dを 通 る直線 の位 ・2直 線 の位置関係 は例 を提 示 し

入 置関係 を答えよ。 なが ら説明する。

・全生徒 の予想 を集計する。

10 ・2直 線の位置関係

・平 行 、 交 わ り、 ね じれ の位 置

分 ・VRML2を 用 い て 問1を 視 ・あらか じめ配付 されているVRML2の ファ ・直線 を線分 として扱 うことに注

覚的に考察するよう指示する。 イ ル を開 く。 ⇒figl参 考 プ ロ グ ラ ム1 意 す る 。
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時間

展

開

10

分

15

分

10

分

ま
と
め
5
分

指 導 内 容

・VRML2の プ ログラムを変

更す ることで問2を 解答 させ

る。

・問2が 早 く終わった生徒 には

課題を指示する。

・次 に2直 線の位置関係の中で、

特 に垂直関係 について学習す

ることを説明する。

・発 問(問3)

・ベ ク トルの内積計算で垂直 を

調べ させる。

・問4を 解答させる

・問4が 早 く終わった生徒 には

課題 を与 える。

・問4の(1)～(3)のVRML2提

示 画 面 を参 考 に 見 せ る 。

・VRML2に よる提示の有効

性 と限界について説明する。

学 習 内 容

問22点A,Bを 通 る 直 線 と 、C,Dを 通

る 直 線 の 位 置 関 係 を 答 え よ 。

(1)A(-6,-5,-3),B(4,15,7),

C(-11,12,-8),D(4,-3,7)

(2》A(11,-10,-16),B(-1,2,8),

C(-5,4,10),D(13,.2,.14)

(3)A(-6,2,11),B(12,-8,-13),

C(15,-4,-8),D(-3,6,16)

・問1のVRML2の プ ログラムを変更 し、

上書 き保存する。そ してブラウザで開 く。

・課題1問2の2点 が交わる、又は平行 で

あることを厳密に調べ るにはどうし

たらよいか。

問34点A(-4,6,-3),B(2,-8,9),

C(1,-3,-5),D(-3,7,9)

に つ い て 、2点A,Bを 通 る 直 線 と 、

C,Dを 通 る 直 線 は 垂 直 で あ る か 、

答 え よ 。

・VRML2の ファイルを開 き、視覚的に垂

直かどうか を考える。

・ベク トルの成分計算、内積の計算

・内積の値から垂直かどうかを求める。

問42点A,Bを 通 る 直 線 と 、C,Dを 通

る 直 線 は 垂 直 か 、 答 え よ 。

(1)A(-5,6,-3),B(2,-8,9),

C(1,-3,-5),D(3,7,9)

(2)A(1,3,5),B(4,5,6),

C(-1,2,8),D(2,3,7)

(3)A(-2,5,-3),B(1,5,2),

C(-1,12,8),D(4,-3,5)

課 題24点A(5,2,-3),B(0,-2,3),

C(1,5,0),D

につ い て 、2点A,Bを 通 る 直 線 と 、

C,Dを 通 る直 線 が 垂 直 に な る よ う な

点Dの 座 標 を求 め よ 。

留 意 占
…

繍

〈fig.1>

墜灘翻騨

・全員の解答状況 を確 認する。

・課題はファイル として生徒各 自

のフォルダにあ らか じめ用意 し

ておき、そのファイルに解答 さ

せる。

・垂直関係を考える動機付 けと し

て垂直の もつ意味を生徒 に考 え

させ、その後 身近な例を示す。

(ね じれの位置にある2直 線 の

垂直について説明する)

・問3は 視覚的には垂直だが 、厳

密には垂直でない。

・生徒の答えを集計する。

・VRML2に よる提示ではな く、

内積計算か ら答えさせる。

・成分計算などの ヒントを与 えな

が ら、全員が解答で きるように

指導する。

・全員の解答状況を確認する。

・課題2の 答えは一意に定 まらな

いことを注意する。
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② 本時 の授業方法 について

コ ンピュー タルームの利 点を次の ように活用 した。

・ 生徒が ファイル操作 する フォルダを教員側サ ーバ機 内の もの と し
、教 員 も共有 す る

こ とに よって、教員 か らの ファイル供給や生徒の課題提 出はすべて1つ の フ ォル ダで

行 う。

・ すべ ての生徒 の画面 を教員側 コ ンピュータでモニ ターチ ェックする ことによって机

間指導 を効率 よ く行 う。

・ 生徒機 の コールボ タンが押 されたか どうかは、教員 モニ ターで瞬時 に把握で きる こ

とか ら、挙手 の替 わ りとす るこ とが可能であ る。

この機 能 を利用 して、全生徒の答 えや進度 を随時集計 し、授 業 にフィー ドバ ックす

る。

③ 本時 の内容 について

空 間ベ ク トルは数学Bの 内容 であるが 、本時で取 り扱 った2直 線の位置関係 は中学校

で既習 の内容 である。中学校1年 で学習す る空間 図形の内容 に、2直 線、直線 と平面 、

2平 面 の位 置関係 の学 習が含 まれている。

④ 課題 について

課題2は 生徒 の実態 を考慮 して、答 が一意 に定 ま らない もの を出題 した。

(3)授 業 にVRML2を 導入 する ことにつ いての分析 と課題

通常 では、 コンピュー タを授業 に取 り入 れる場合 、生徒が ソフ トウェアの操作方法 を習

得す るためにある程度 の時間が必要 となる(コ ンピュータの操作方法 について はあま り問

題 とな らない)。

1時 間授業 の中で、十 数分 間 コンピュー タを利用す るため に、授業で一度 しか利用 で き

ない ような汎用性 の低 いソ フ トウェアの操作習得 に何時 間か を費やすの は、 コ ンピュー タ

導入のデ メ リッ トといえる。少 な くとも同 じソフ トが何 回かの授業の 中で計画 的、継 続 的

に利用 され なければ、コ ンピュー タ導入 のメ リッ トは小 さい と考 える。

これ らの観点 か ら今 回の研究 で取 り上 げたVRML2に ついて考 えてみ る。

まず、現在 の コンピュー タに標準で添付 されてい るこ とか らVRML2の 入手 は容易 で あ

り、特 別 に購入や イ ンス トールの必要が ない。

また、 ソフ トの操作 については、マ ウスによる簡単 な操作 のため数分で習得 で き、短 時

間で授 業への導入が可能 となる。

プログラムの数値変更を含めたファイル操作 については若干の時間を要するが、VRML2

の授業 への導入 は有効で ある と考 え られる。

さらに、 プログラムの構造が理解 しやす く、授 業で使 うプログラムの作成 に費やす 時 間

は少な くてす む。例 えば(2)授業実践で利用 した参考 プログラム1の 作成時間は数分である。

以上 の ように、比較的簡単 に扱 えるVRML2で はあ るが、 シミュ レー シ ョンな どで複 雑

な もの をプログラ ミングす る場合 は準備 に時間 を要す る。 この場合 は市販のモ デラー な ど

の ソフ トを必要 とす るが 、数学教材作成への有効 性が問題 となるであ ろう。
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今後の課題 としては、高校 数学 の どの分野 にVRML2を 活用す るか、具体的 に どの学 習

内容 に活用す るか とい う、教材 の選 出、プログラミングやモデ ラー による教材づ く りの方

法、生 徒が操作 しやす い環境 をコ ンピュータ上 に作 る方法、 さらにVRML2活 用 の教 育 的

効 果の測定 な ど、い くつかの課題が ある。

5.『VRML2』 を数 学 教 材 と して使 っ て い くた めの 今 後 の 課 題 と利 点

立 体 を表 示 す る プ ロ グ ラ ム を作 る際 、BASICに 比 べ 、作 りや す さ、操 作 性 の いず れ を と っ

て もVRML2の 方 が 優 れ て い る の は 明 らか で あ るが 、立 体 も複 雑 な もの に な る と、 プ ロ グ ラ

ム で作 る に は直 ぐ限界 が きて し ま う。

そ こで 、最 近 幾 つ か 開発 され て きて い る、VRML2用 のモ デ ラ ー に期 待 した い 。 モ デ ラ ー

は 立 体 を視 覚 的 に構 成 して い くツ ー ル で 、 プ ロ グ ラ ミ ング とは性 格 を異 にす るが 、複 雑 な 立

体 の構 成 を容 易 に して くれ る。

しか し、3次 元 の モ デ ラ ー で は 、球 、 直方 体 、柱 と い った 基 本 立 体 の 組 み 合 わせ に よ っ て

作 る事 に な る た め 、 別 な 難 し さ を要 求 され る。

例 え ば 、星 形 の立 体 を作 る には 、立 方体 を菱 形 状 に変 形 した もの を3個 作 り(左 図)、 平

行 移 動 と回転 と重 ね合 わ せ に よ って これ ら3個 を組 み合 わせ 、求 め る星 形(右 図)を 作 る と

い う手 順 に な る 。

これ は 、 数 学 の 思 考 力 を要 求 され る こ と なの で 、 数 学教 育 とい う観 点 で は 、 む しろ利 点 で

あ ろ う。

難 鰻蟻 勲,繋 灘彌麺

掌
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6.プ ロ グ ラ ム

特徴 や記述 の仕 方 な ど

① テ キ ス トフ ァイ ル で あ る。 拡 張 子 を.wrlと す

る。

②VRML2.0は 基 本的 に 、次 の5つ の要 素 か ら構 成

され る。

・ヘ ッダ#VRMLV2 .Outf8

・コ メ ン ト#で 始 まる

・ノー ド
、ブ イー ル ド

・プロ トタイプ

・ルー ト

③ ノー ド名 は英 大文 字 か ら、フ ィール ド名 は英 小 文

字 か ら始 まる。 この区別 は注 意 が必要 で ある 。

④ ホ ワイ トスペ ース(ス ペ ース 、タブ、空 白行 、 な

ど)は 無視 され る。

⑤ 座標 は、手 前側 がZ軸 正 方 向 と な る。 角 度 の 単位

はradianで あ る。

⑥ 幾何 ノー ドは

Box,Cone,Cylinder,Sphere,Text,PointSet,

IndexedLineSet,IndexedFaceSetで 形 状 は限 られ る

これ以外 の形 状 は、 これ らを組 み合 わせ る こ と に

よって作 成 す る。

⑦VRML2の プ ログ ラム は入 れ子構 造 に なって い

るので 、実際 にプ ログ ラム を書 くときは ノー ドや

フ ィール ドを記 述す る文 字 の先頭 と括 弧 をあわ せ

どれが対 応 してい るか わか る よ うに書 く。

た だ し、こ こで示 して い る もの は紙面 の都 合 上

必 ず しもその よ うに なっ てい ない。

prog.1(4頁 のfig.1の プ ロ グ ラ ム)

#VRMLV2,0utf8

#空 間 の2直 線

Background{skyColorO.10.90.8}

Shapel

geometryIndexedLineSetl

coordCoordinatel

point[52-3,0-23,150,4-31]

}

coordlndex[

0,1,-1,

2,3,-1,

]

colorColor[color[001,100]]

colorlndex[0,1]

colorPerVertexFALSE

卜

}

prog.2(prog.1に 軸 と平面 を追加 した もの)

臨/

#VRMLV2.Outf8

#平 面 と 直 線

#視 点 移 動 な し

Background{

skyColorO.00.90.9

}

Shape{

apPearanceApPearance{

materialMateriall

transparencyO.5

emissiveColor101

}

}

geometryIndexedFaceSet{

coordCoordinate{

point[-100-10,-10010,10010,

100-10]

}

coordlndex[◎,1,2,3,-1]

solidFALSE

}

}

Shape{

apPearanceApPearancel

materialMaterial{

diffuseColor◎10

}

}

geometryIndexedLineSet{

coordCoordinatel

point[0100,0-100]

}

coordlndex[0,1-1]

}

}

Shape{

geometryIndexedLineSet{

coordCoordinate{
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}

}

point[1010-8,-10-103,6105,-7-9
-10]

}

coordlndex[0,1,-1,2,3,-1,]

colorColor[color[001,100]]

colorIndex[0,1]

colorPerVertexFALSE

pro9.3

iレフ瞳継藍蕪趣麹藍懲鍍簸盗壷動i③、鰹廻国■

#VRMLV2.Outf8

#2つ の 円 錐 と 平 面(移 動 な し)

#視 点 移 動4カ 所

DEFVIEW-1Viewpoint{

description"Viewpoint-1"

positionOO20

0rientation1000

}

DEFVIEW-2Viewpoint{

description"Viewpoint-2"

positionO1020

0rientation100-0.5

t

DEFVIEW-3Viewpoint{

description"Viewpoint-3"

position2000

0rientationO101.7

}

DEFVIEW-4Viewpoint{

description"Viewpoint-4"

position-2000

0rientationO10-1.7

}

Background{

skyColorOO1

}

Transform[

translationO-30

children[

Shape{

apPearanceApPearance{

materialMaterial{

transparencyO.2

diffuseColorO10

}

}

geometryCone[height7bottomRadius4}

}

]

}

Transforml

translationO30

rotation1003.14

children[

Shapel

apPearanceApPearancel

materialMaterial

{transparencyO.2diffuseCo10rO10}

}

geometryCone

{height7bottomRadills4]

}

]

}

Shapel

apPearanceApPearancel

materialMateriall

transparencyO.75

emissiveColorllO

}

}

geometryIndexedFaceSetl

coordCoordinate{

point[-77-1,77-1,7-73,-7-73]

}

coordlndex[0,1,2,3,-1]

solidFALSE

}

}
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