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主題 身近な事象を数学的に考察 し、数学的な見方や考え方の

よさを感得 させる教材や指導方法の工夫

主題設定の理由

平成11年3月 告示の高等学校学習指導要領では、数学の 目標 として、 「数学

におけ る基本 的な概念や原理 ・法則の理解 を深め、事象 を数学的に考察 し処理す

る能力 を高め、数学的活動 を通 して創 造性 の基礎 を培 うとともに、数学的な見方

や考 え方 のよさを認識 し、それ らを積極的 に活用す る態度 を育て る。」 とい うこ

とが示 されている。

本研究では、数学的活動 を通 して、身近な事象 との関連 を図 った り、観察や操

作な どの数理的な考察をす るな どして、数学的な見方や 考え方 のよさを認識 させ

る教材 、指導方法の工夫 に焦点 を当て、上記 の主題 を設 定 し、検証授業 を行い分

析 した。

題材 としては、三角 関数、指数関数及び微分 の数学llで 扱 う単元を取 り上 げ、

指導 においては、 ワー クシー トを工夫 し、照度計や情報機器な どを活用 した。

平成13年 度教育研究員(数 学)名 簿

班 研 究 テ ー マ 学 校 名 氏 名

視覚的な発見を通 して三角関数 都立八王子北高等学校 吉 武 敦

1 のグラフの理解を深める指導 都立山崎高等学校 川 端 由美子

都立福生高等学校 祢 津 朋 彦

身近な事例を通 して指数関数の 都立向丘高等学校 矢 野 忠 夫

H 考え方を理解 させる指導 都立蔵前工業高等学校 小 松 真

都立紅葉川高等学校 山 岸 啓 一

図形的な立場から微分概念の理 都立富士高等学校 古 橋 竜 哉

皿 解を深める指導法の研究 都立光丘高等学校 加 藤 竜 吾

都立多摩高等学校 大 森 忠

都立小平西高等学校 杉 谷 英 樹

担当 東京都教職員研修センター研究部技術教育課指導主事 高 橋 雅 信
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1視 覚的な発見を通 して三角関数のグラフの理解を深める指導

概 要

数学H「 三角関数の合成」の指導 において、生徒 に情報機器 を活用 させ 、具体的な例 を

視覚的に とらえさせ なが ら、主体的かつ発 見的に学習 できる教材お よび指導法の研 究 を行

った。 生徒 は授 業 において、 グラフの平行移動や拡大縮小が行 われている ことを視覚的に

琿解 でき、その過程 で習得 した ことを重視 しなが ら、三角関数 の合成 および加法定理 を自

ら発 見す る喜びを感 じることができた。 また、三角関数の合成 か ら加法 定理 を導いてお り、

従来 とは逆の指導方法 となっている。

1研 究のね らい

教 育課程審議会 の答 申の中で、算数 ・数 学科の改善の基本方針 の一つに、「実生活における

様 々な事象 との関連 を考慮 しつつ、ゆ とりをもって 自ら課題 を見つけ、主体的に問題 を解決

す る活動 を通 して学ぶ ことの楽 しさや 充実感 を味 わいなが ら学習 をすす めることができるよ

うにす る。」 とあ る。

本研究は、数Hに おける 「三角 関数の合成」を取 り上げた。この単元の授業内容 は、加法定

理 か ら式の合成へ と、式変形 と問題演習 に終始 し、 グラフ との関係 は薄いのが現状 である。

そ こで、本研究のね らいは、一般角 を動径 の回転量 ととらえてか ら、三角関数が グラフと

しての概念 を もつ ときに、三角関数 の合成を、グラフを利用 した視覚的な観 点か ら理解でき

るよ うに指導方法 を工夫 した。

そ のために、生徒が試行錯誤 しなが らも主体的な学習活動 を行えるコンピュー タを利用 し

た教材 を作成 した。その教材 を生徒が驚 きをもって体験、観 察 し、コンピュータを操作す る。

そ こで得 られた事象を類推、考察す ることによ り、生徒 自らが、式の合成 方法 を発 見 し、合

成の式変形 に基づ く加法定理 を得 られ るよ うな指導方法 を研究 した。

この活動 を通 して、生徒 は様 々な合成 のグラフを描かせ 、生徒 がその作業の中で、三角関

数の和が単純なsinカ ーブ にな るのは特別 な場合に限 られ ることに気付かせ る。 また、 グラ

フには周期や振幅があることを実感 させ 、曲線の美 しさを堪能 できることも大切 と考えた。

2研 究 の内容 ・方 法

数学ll「 三角関数」 の学習の中で、視覚 に訴え、生徒が発見す る喜びを実感で きる教材 と

して 「三角関数の合成」 を扱 うこととし、以下の手順で研 究を行 った。

(1)数 学ll「 三角関数の合成」に関す る現行の教科書 における指導内容 ・方法 に関 して分析

を行 う。

(2)効 果 的な コン ピュー タ ソフ ト(Web上 で公開 され ている ソフ トウェア)の 選択 とそ

の ソフ トの使 い方を習得 し、効果的な活用方法を考察す る。

(3)指 導計画、学習指導案、 ワー クシー ト、生徒向 けアンケー トを作成す る。

(4)学 習指導案、 ワークシー トに基づ き研 究授業 を行 う。

(5)研 究授業後に学習内容の理解度 について調査 し、その結果か ら考察 ・評価 を行 う。
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3指 導 方法 ・教 材の工夫

現行の教科書の内容は、1節.三 角関数(一 般角、三角関数 の性質 、グラフ)2節.三 角関

数 の加法定理 となっている。そ して、加法定理 の導入は、2つ の角 α、 βの正弦、余弦 を利

用 した証明方法 による。(図1)ま た、式の合成では、加 法定理 を変形 して、合成の式を求め

ることができる とし、その証明に点P(a,b)を とる前提 を受 け入れ させ ている。(図2)

(図1)(図2)

1節 におい て、 θを変数 とした三角関数 を、グラフを中心 に学習す る。2節 に入 る と、 θが

図1、 図2の よ うに指定 され た角 α、 βとして扱 う。 ここでグラフ的思考はない。1節 の学

習が、「グラフをか く」に終始 して しまい、2節 に続かない。この授業 の流れに、生徒は、計

算 を主 とす る別分野の意識 を強 くもった り、 α、 βを用いた理論的導入 に苦手意識 を募 らせ

た りす る。

(1)指 導方法の工夫y=asinθ+bcosθ の形状 を考 え、その波形 の原型 はsinθ であ り、

cosθ であるこ とを知る。asinθ にbcosθ を加 えた場合、原型 のsinθ は どの ように変

化 しているのか。bcosθ にasinθ を加 えた場合、原型のcosθ はどの ように変化 してい

るのか。1節 で既習 のグラフの移動 を用いて グラフを重ね ることで、 この変化 を知 り、

変化 した式を探求す る。その式の係数のそれぞれ の関係 を発見す ることで、式 の合成を

導き出す。その式の変形か ら加法定理 を求める。

(2)教 材 の工夫 上の指導方法を行 う上で、関数 グラフ ソフ トGRAPESを 利用 した。

①一斉提示 教室 においてモニターへ、 ノー トパ ソコンより提示す る。基本事項の確認お

よび、定義説 明に利用 した。説明を加 えなが らの提示のため、残像 などの利用が効果的 に

なるよ うな、ファイル を作成す る。

ファイル例1y=sinθ のグラフ
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動径 の回転に伴 い、sinθ の値 を示す長 さの推移 を示すのに、残像 な どを使用す る。

フ ァイル例2aθ は動径 の回転速度 を示す。
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aの 数値 をかえ、動径の回転速度の意味を考 えさせ る。
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②個別操 作 パ ソコン室において、教師提示モニター2人 に1台 、生徒用パ ソコン1人 に1

台。復習 と操作の慣れ をかねて、教室提示 ファイル のパ ラメー タ、スク リプ ト(簡 単なプ

ログラム)を 実際に操作す ることによ り、ワークシー ト中心の課題 に取 り組む準備 をす る。

ワークシー ト例

asinθ とbeosθ の和 を考 え よ う

課 題Oy._asinθ+boosθ は、 どの よ うな グラ フとな る だろ うか 。

(1)y=sinθ+oosθ の グラ フを描 いて み よ う。
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y=Csin(θ+d)は 【左、右】に動 く。

よって、同じ方向に動く組み合わせは、

{y"asinθ+bcosθ {y=a血 θ一b伽 θ

(2)y=(x)sθ を元 に して考 えよ う。

bを 大 き くす る と、y=a(x)sθ+b血 θは 【左 、右】

y=aeosθ 一bsineは 【左 、右 】 に動 く。

dを 大 き くす る と、y=Ccos(θ 一d)は 【左 、右 】

y=Ceos(θ+d)は 【左、 右】 に動 く。

よ って 、同 じ方 向に動 く組 み合 わせ は、

ヒ リ 　 に り 　　　ダ ご ポ ド 　 ド ヒコ ロロ ケア サ コ ココ コ 　ア ダ コ ロ ド ヂ 　ゴ ダ ロド ロノ にノ ダ ア ド ロちボ ア む　 　ロし じア ドタ ロ ロ 　コ ロ ロ コ コ 　 じ ヒ ロヒ ヒ コ コ ヲ ロ 　 ロ

a.bとc.dに は、どのような関係があるのか考えよう.鴛 y=a8i1θ 十boO8θ

y=c血(θ 十d)

4.学 習 指 導 計 画

ア.三 角 関数 の グ ラ フ 単位 円の利 用 、周期 、最 大 ・最小 値(2時 間)

イ.三 角 関数 の グ ラ フの 平行 移 動 周 期 の 変化 、最 大 ・最 小 値 の変 化 、 〈2時 間)

ウ.三 角 関数 の合 成 と加 法 定理(3時 間)① 三 角 関数 の 和 の グ ラ フ

②asinθ ±bcosθ 、csin(θ ±d)と の 関係

③acosθ ±bsinθ 、ccos(θ ±d)と の 関係

工.合 成 ・加 法 定 理 の応 用(2時 間)

(1)学 習 指 導 案 【指 導 計 画 ウの 目標 】

①y=asinθ とy=bcosθ の和 はy=csin(θ+α)あ るい は 、y=ccos(θ+α)で 表 さ

れ る こ とが 分 か る。

② パ ラ メー タ とグ ラ フの 連 動 か らパ ラ メー タ間 の関係 を導 き、 考察 す る。
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確

認

導

入

展

開

指 導 内 容

Y=asinθ+bcosθ の

グ ラ フ が

csinθ 、CCOSθ を 原

形 と し て い る こ と を 確

認 す る 。

富asinθ+bcosθ

9 =asinθ 一bCQSθ

の2式 の パ ラ メー タb

に よ る 動 き と

=csin(θ 一d)

c,=csin(θ 十d)

の2式 の パ ラ メ ー タd

の 連 動 関 係 を 探 る。

※ 同 様 に して

=acosθ+bsinθ

c,=acosθ 一bsinθ

=ccos(θ 一d)

9 =ccos(θ 十d)

に つ い て も 同 様 に 関 係

を 見 る 。

関 連 を 探 る。

y=csin(θ 十d)を 動

か し、

y=asinθ 十bcosθ

グ ラ フ と 重 な るc、d

を 見 つ け る。

GRAPESの ツ ー ル 利 用

学 習 活 動

GRAPESに よ り、y=asinθ+bcosθ の パ ラ メ ー タa、b

を変 化 させ 、y=csinθ の 平行 移 動 と な る こ とを確 か め

る。

GRAPSEに よ りa=1、b=0、c=1、d=0

y=asine+bcosθ 、y=asinθ 一bcosθbで 動

か す 。

y=csin(θ 一d)、y=csin(θ 十d)

搾 ふ 。 、

蕊盈 長諺総 珍幻敵
遠='

"「 昏

蚤1・

著甲,・・「 蕉眺 縫
ウ1重1、. 垂 量"'…

dで 動 かす。

{;::::欝 θ{;:1:::1詑lrθ

{;ll:::溜 θ{欝:ll:罪
y==asinθ+bcosθ

{y=csin(θ 十d)

課 題1、 課 題2、 課 題3、 課 題4

a、bの 入 力

dの 入 力

「

甲・曝 θ ・儒=9

へ 《
ぴ:

"'酬▽ … 拐翼

,・榊8重 ・・5=

cの 入力

1鯉

1,。 岬 噸
「

指 導 上 の 留 意 点

線 形 性 は保 たれ な い こ とを確

認。

グ ラ フ を用 い て 、y=asinθ に 、

y=・bcoseを 加 え る 、と い う考

え か ら 、 原 型y=sineが どの よ

うに 変 化 し て い る か を 考 察 させ

て い く。

移 動 の 方 向 に 注 目 させ 、 同 じ方

向 へ 移 動 す る 式 を組 み 合 わ せ

る。

※y=acosθ にy=bsinθ を加

え る 、 と い う考 え か ら 、 原 型

y=cosθ が ど の よ うに 変 化 して

い る か を 考 察 させ て い く。

-b=b' 、d=-d'で 同 値

bの 取 り扱 い の 楽 な 左 式 をま

ず 、選ぶ。

③ 領域 のズー ムに よ りdの 値 を

確認 させ る

必 要 に応 じて、生徒 のパ ソコン

操 作 を補助 す る
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y=acosθ+bsinθ

y=ccos(θ 一d)課 題5、 課 題6、 課 題7、 課 題8

考 パ ラ メ ー タa、bとc、

}

ワ ー ク シ ー トに よ り、 まず 、 考 え る。 a、bが 既 知 で あ る と きc、dが

察 dの 関係 を考 察す る。 a、b、c、dの 相 互 関 係 に 気 づ き 、a、bか ら 、c、dを 課題 の よ うに得 られ た。 パ ラ メ

求 め る方法 を考 える 一 タは 、3つ の 数 値 と1つ の 角

c

濯

δ y

i
E「'曜

,卜 一・・ω ・
度 か らな る ことか ら、円 と動 径

L

o
4

δ

…
夏1i

,言

臨 鱒
し κ

に着 目で きるか。

霊 『
…

唯

;=F
a、bに 任意 な値 を代入 し、c、

dを 三 角比 の表 を用 いて求 め、…iw騨

考察が 正 しい かGRAPSEに よ り、検 証 してみ る GRAPESに よ り確 認 す る。

ま 練 習1.2.3,4. 次 の 式 をsinで 合 成 せ よ。 ま たcosで も合 成 せ よ。 平 面 の 点 が 、(x座 標 、y座 標)、

と ① ～ξsinθ 一cosθ ② 一15sinθ+8c。sθ (r、 θ)で 示 され る こ とを ま

め ③3cosθ+4sinθ ④4c。sθ 一4sinθ とめ る。

(2)学 習指導案 【指導計画工の 目標 】

① 平面座標 上の点 を(X,Y)、(r,

②合成の式か ら加法定理 を導き出す。

θ)の 示 し方がある ことを知 り、定着 を図 る

導

入

展

開

ま

と

め

指 導 内 容

合成の式の定着確認

図形 的意味 を確認す る。

平面 の点 が、(x座 標,y

座標)の ほかに、(r,θ)

で表 せ る こ と を 確 認 す

る。

式 変 形 に よ り加 法 定 理 を

導 く

今 度 は 、 右 辺 か ら左 辺 へ

の 流 れ に な る

この 便 利 さ は 、 θ、dに

値 を 代 入 した と き …

15。 、750の 三 角 関 数

d=θ 、2θ …2倍

角 ・ ・の 三 角 関 数 が 示 せ

る。;

GRAPESで それ ぞれの値 を

確認 す る。L香 提 示 とす

る

学 習 活 動

asinθ ±bcosθ=csin(θ ±d)

acosθTbsinθ=ccos(θ ±d)

次 の 点 を も う1つ の 方 法 で 表 せ 。

①(6,2」3)②(二 、.、)③(,,一,)

④(10,120。)

⑤(9,-135。)⑥(4,θ)但 し1多

次 の 式 をsin、cosで 合 成 せ よ。 練 習1、2、3、4、

asinθ+bcosθ=csin(θ 十d),

両 辺 をcで 割 る2sinθ+立cosθ=sin(θ+d)

cc

cosdsinθ 十sindcosθ=sin(θ 十d>

sinθcosd十cosθsind=sin(θ 十d)

同 様 に 、sin(θ ±d)=sinθcosd±cosθsind

cos(θ ±d)=cosθcosdTsinθsind

練 習 次 の θ に つ い て の 三 角 関 数 を 求 め よ 。

①sin150②cos75。 ④sin(-75。)

⑤c・s2α ⑥sin2α ⑦tan2α

関数電卓機能の利用

ll一

指 導 上 の 留 意 点

一疲

dは 数 値だ けで な く、三角 関

数 で表す 方法 があ る。

ab -=s㎞d-=cosd
,

ご{㌣

図形的意味を確認する

合成と逆の流れである

.fir・-E-
≒O .258sin15。=

4
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5.ア ンケ ー ト結 果 と分 析

数 学 が 好 きで すか

嫌い

籔

どちらで も

職

授 桑 は 興 味を 持 て ました か
れぼのぼうがぶ

櫨 での履靴 蟻
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_幽ii醸 画 耀 獣
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※最も印象に残る画面
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1765
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※印象の強い画面の理由
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いたから
色がきれい

自分 でい ろい
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書醐ナた
t(罵

色 力x8れ い
で、重旗 、た

可9覧

の操作でい

ういうなグ

ラフが見え

たから
18瓢

※確認テストと正解率

醒y=asine+bCOBeをslnで 合確 せよ

■yニasinθ+bGoseをoosで 合成セ

よ

ロcos(α+β)を 展 開せよ

ロ81n(α+β)を 綴 開セよ

口径 標平面 上1こある点勲 通リで 示tt

PCを 用いた授業は、ほ

とん どの者が興味を もった

としている。その理 由は、

「操作 が楽 しい」が どの学

習に も多いのは、全員が初

めて体験す るGRAPES

を用いたため、興 味 ・関心

が高まったこ とが要因であ

る。操 作のほかに考えた り、

式 を見出 した りす ることを

※興味をを持てた理 由

騰

操 作 して 考λ
た ことか ら、式

をf乍れた
6x

す
し響

難
か

※ 興 味 を持 てな っか た 理 由

教科魯と逗う 特1こなし
ことをするの
は抵抗がある

Is

コせロがにりな

§

《表題の※は 複数回答を示す》

訴覧

OOS10α120α 隔3a〔 隔 柵 弱500隔5ams700隔 ●aαIga【 嘱1000■

慶灘難欝

+好 き

どちらでもない

嫌い

挙 げる生徒 が、 どの学習 にも同 じよ うな割合でいた。また、数学で扱 う内容の視覚化が理論

構成の手助 け とな り、座標点を、動径 とそれが示す角度で表示す るに至るまでの定着率は、

確認テス トが示す とお り非常に高か った。さらに、興味 をもてない原 因 として、「目的が分か

らず に、ただ操作 を している」が、数学が嫌いな生徒 に多い。 これ は、集 中力 を欠 いた り、

パ ソコン操作 の戸惑いを理解のつまずき と混同 して しまった生徒であると考え られ る。 この

生徒 たちには、教室での授業 とコン ピュータを活用 した授業 を混在 させ、講義で学習 した内

容 をコンピュー タ操作で確認 させ ることが効果的であると分か った。
"今 まで授業 を受 けて

、「生きてい く うえで何 の役 にたっんだろ う」と思っていた授業 の内

容 が楽 しくなってきた。 グラフを見ていて、頭が混乱す ることもあった けれ ど数学の世界に

触れて、物の考 え方(視 野)が 広 くなった気がす る。三角 関数のグラフがあんなに も芸術的
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でた くさんの形が あったこ とを知って、正直驚 いた。 曲線 がきれいで面 白かった。"

授業後 の生徒 の言葉 である。三角関数 の美 しさ、数学の世界 にも触れ られた よ うである。

6.ま とめ と今 後の課題

数学ll「 三角 関数の合成」 の学習は、使用す る教科書によっては掲載 されてお らず 、扱わ

ない学校 もある。年間授 業時数や進度 の問題 もあるが、加法定理になる と節 も変わ り、グラ

フを主に して関数 として学んできた学習が、数値計算に取 って代 るため、生徒に とって理解

しづ らくイメー ジがわかない内容であることも事実である。本研究では、加 法定理を利用 し

た式変形で合成 の式 を導 くのではな く、2次 関数か ら三角 関数 に至る平行移動 ・拡大縮小の

知識 を拠 り所 に、情報機器 を効果的に活用 し、視覚的に とらえ考察す るこ とで、合成 の式 を

導 き出す活動 を主 とす る指導内容 ・方法 ・教材 の工夫を行 った。

また、研 究の中で、関数 グラフ ソフ ト 『GRAPES』 を使用 した。sin、cos、tanの グ

ラフの確認や 平行移動、縦横方向への拡大縮小 の授業か ら本 ソフ トを使用 し、生徒がパ ソコ

ン操作に慣れ親 しむ よ う注意 した。 さらに、残像利用 による拡大縮小 を連続的 に行 う作業を

させた り、ス ク リプ トを利用 した"パ ラパラ"(単 位 円上の点を連続 的に動 か してサイ ンカー

ブを描 く)を 一斉提示 した りす ることに より、きれ いな色 と動 く画面に生徒 の 口か ら感 嘆の

声が聞かれ、興味関心 を引 き出す ことに成功 した。研究授 業では、生徒はパ ソコン操作に慣

れていたため、主体的 に問題解決す る活動 を通 して学ぶ ことの楽 しさや充実感 を味わいなが

ら学習 を進 めることができ、試行錯誤 しなが らも法則 を見出 し、充実感 をもちなが ら、内容

の確 実な定着が得 られ た と思われ る。

今後 の課題 と しては、

① 生徒 はデ ィスプ レイを注視 し、個 人作 業 と一斉授業 とが分けづ らい。パ ソコン教室の

ホ ワイ トボー ドは、見に くい との生徒 の声 もある。パ ソコン室 のシステ ム、環境やパ

ソコンの配置 の工夫、習熟度別の展開での実施やテ ィームティーチ ングが必要で ある。

② パ ソコン室で生徒 を主体的 に学習 させ るためには、 ワー クシー トの工夫 が必要 不可欠

で ある。穴埋 め重視になる と、生徒がパ ソコン操作 にのみ終始 し、 自らが主体的に考

察す る意欲 を導 き出せ ないで終わ って しま う。生徒 の実態 を把 握 し、 自由度 のあ るワ

ー クシー トの作成が必要である。

③ 今回 の研究か ら、関数 グラフ ソフ ト 『GRAPES』 は非常に有用なデ ィバイスであ

るこ とがわかったので、数1の2次 関数 はもとよ り、数Bの 複素数平面、数皿の分数

関数、無理 関数、微分、積 分、数Cの2次 曲線 な ど、生徒 が視覚的 に とらえなが ら、

主体的 に学習できる教材 の作成や、指導方法の研 究に携わっていきたい。

〈参 考文献 ・引用 〉

・ 友 田勝久著 関数 グラフ ソフ トGRAPESパ ー フェク トガイ ド 文英堂

・htt'〃www .osaka・koiku.ac.'!～tomodak/raes1

・ 指導資料 高校数学H(東 京書籍 ・啓林館 ・第一学習社 ・実教 出版 等)

・ 東京都 教育庁指導部 新学習指導要領 に関す る資料(平 成12年3月)
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皿 身近な事例を通 して指数関数の考え方を理解させる指導

概要

数学Hの 指数 関数 ・対数 関数における 「指数関数 とそ のグラフ」の指導 において、生徒

が今 まで学んできた指数の内容 を利用 し、身 の回 りに存在する身近な題材 と して内緒話の

事例 を活用す ることによって、指数的 に数 が増 えた ときに、膨大な数 になることを認識 さ

せ た。 また、生徒 は照度計を活用 した実験 を通 して指数 関数 を作 り、その特徴や性質 を発

見 させ る指導を行 った。その結果、生徒は実験か ら関数 の変化 を視覚的 にとらえることが

できた。 さらに生徒の理解度 に応 じたワークシー トの作成 と指導の工夫 を図った。

1研 究のね らい

私た ちの身 のまわ りには、バ クテ リアの増殖、放射性元素の崩壊、地震のエネル ギー、12

平均律音階、オ ウム貝等の成長、人 口増加 、複利 計算 など、指数関数 で表 され る自然現象 、

社会現象 は多い。東京都立 高校学校教 育課程編成基準 ・資料(平 成13年3月)は 、数学Hの

目標 と関連 して 「・…具体的な事象の考察 を通 して数学的 に処理す る能力 を伸 ば し、それ ら

を活用す る態度 を育 てる。」 と述べ てい る。 これ は、具体的な事例 を取 り入れ て学習指導を

進 めることの重要性 を指摘 した ものである。 さらに、身近な事例の考察 を通 して学習 を進 め

る ことは、 数式等の形式 的な処理 ・操作が中心 となる高等学校数 学の学習 において、生徒

の学習 に対す る興味 ・関心を喚起 し、学習内容 の理解 を深 めることに役立つ と考 え られ る。

本研 究では、その立場か ら指数関数の学習指導 を検討す る。 様々な事例の検討 の中か ら、

内緒話の伝 わ り方 と光の性質を 「指数関数 とそのグラフ」の学習での導入課題 として取 り

あげることに した。 この題材の教材化を行 うことが本研究のね らいである。

2教 材 の工夫

生徒 の興 味 ・関心は、題材 が有す る身近 さの程度 と密接 に関わっている。 また、学習内容

の理解 を深 めてい くためには、作業用の ワー クシー トの工夫 も欠かせ ない。本研究では この

2点 か ら教材化の検討 を行 った。

具体的な事例 を考察す る場合 、変数の定義域が制限 され ることは避 け られ ない。学習指導

の立場か らは、定義域 は広い方 が望ま しい。 しか し、 これ にこだわ りす ぎると、題材 の身近

さが損なわれ て しま う。 したがって本研究では、得 られた指数関数 については、その事例 固

有 の制限 とは関係 な く、実数全体 で定義 され る関数 として考察す ることに した。

内緒話 の例 では、底が1よ り大きい指数関数 の変化 の速 さに具体的なイ メー ジが もてる よ

うに配慮 した。内緒話 の伝 え方に工夫を加 えることで、内緒話 を知る人の総数 が指数関数 と

なるよ うに した うえで、その総数 がクラス ・学校 の生徒数 か ら地球の全人 口に達す るまでの

時間 を予想す る とい う活動 を取 り入れた。 また、光の性質の例では、物質 を透過す る光の明

る さの変化 の測定実験 を通 して数学的な活動 を体験す ること、そ して、この活動 を通 して1

よ り大 きい底の指数関数が もっ グラフの特徴 と、底の違 いによる変化の速 さの相違 を体験
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よ り大 きい底 の指数 関数が もつ グラフの特徴 と、底の違 いによる変化 の速 さの相違 を体験

できるよ うに配慮 した。

実験は、透 明な3.5イ ンチ フロソピーディスクケー スを重ねたもの を海水 に見 立てて行 っ

た。 教卓上 での模擬 実験 で進めたが、実験への生徒 の関わ り方 には配慮 した。 実験の精度

に もよるが、ケース1枚 ご とに、光 の明 るさは0.87倍 程度 にな る。測定値 では指数関数には

な らないので、デー タ処理 の仕方 には工夫 を加 えた。 実験 のデー タ範囲で作成 したグラフ

は、底の大き さか ら直線 とほ とん ど区別がつかないので、定義域 を広 げたグラフを生徒 に

提示 した。

3指 導計画

第1時 限 導入、倍 々 と広 がる内緒話(検 証授業)

第2時 限 指数関数 のグラフと性質(検 証授業)

第3時 限 累乗根 の大小比較

第4時 限 指数方程式

第5時 限 指数不等式

4,学 習 指 導 案

指 導 案1指 導 目標:具 体 的 な事例 を通 して 、xとyと の数 量 関係 を調べ るこ とに よ り底aの

値 を求 め、指数 関数Y=axの グラフを描 かせそ の形 を理解 させ る。(ワ ー クシー ト1を 使用)

時間 指 導 内 容 学 習 活 動 指導上の留意点

導入 前時までの復習 指数が0や 負の整数、そ して有理数 にまで拡張 負の整数の場合に分数に

5分 して も指数法則が成 り立つことを確認する。 なることを確認 させる。

指 数 関 数y=a麗 を 定 a≠1の も とで 定 義 され 、xとyの 関係 が指 数 a=1場 合は定数関数

義 す る。 の形 で表 されていることを理解す る。またaを y=1で あるので指数関

「底 」 とい うこ とを 示 す 。 数にならないことに注意

す る。

(例1)の 内緒話にっい 内緒話の話の伝わ り方を理解する。 内容を理解 しているか。

展 て提示する。

時間か ら話 を知 る人数 時 間x×10(分)と 人 数y(人)と の 対 応 表 を 作 成 計算 ミスをせずに正確に

を求 め る。 す る。 数値を求めることができ

るか 。

具体的な人数に対する クラス全員、T高 校全校生徒に伝わる時間を対 対応表の関係を正確に理

伝わる時間を求める。 応表を用いて求める。 解 して い る か。

さらに、多人数 に対す 対応表の様子から多人数に対する具体的な時間

開 る伝わ る時間を予想 さ を予想する。

せ る 。

対応表 よりxとyの 関 指数関数y=バ の関係 になっていることを理 yの 値が2倍 ずつ増 えて

係式を求める。 解 し、 底 の値 が2で あ る こ とを 発 見す る。 いることで指数関数の式

が導き出せ るか。

予想が正 しかったか ど 短い時間で瞬く間に話が伝わることを発見する。 指数関数の具体的なイメ
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うか を確 認 す る。 一 ジが 身 に つ い た か
。

展 y;2xの グ ラ フ を 作 y=2罵 のxとyの 対 応 表 を 作 成 す る。 負の指数の計算は正確 に

成 す る。 で き る か。

対 応 表 か ら点(x,y)を 座 標 平 面 上 に プ ロ ッ ト なめらかな曲線で点をっ

しグラフを作成する。 なぐことを強調する。

開
・一〔÷ 〕xの グラフ

〔{ナ2-・ である・とに注意・てグラフを 指数関数の具体的な性質

40分 を 作成 す る。 作 成 す る。 に つ い て は触 れ な い。

結論 指数関数のグラフの形 指数関数のグラフの様 子か ら、xが 増加する と

5分 を確 認 す る。 yは 急激に増加することを確認する。

指導案ll 指導 目標:光 の性質を利用 した実験 を通 して指数関数 の特徴 ・性質 を理解す る。

(ワー クシー ト2を 使用)

時間 指 導 内 容 学 習 活 動 指導上の留意点

導入 前時までの復習 y=2麗 の グ ラフ の 形 、 特 徴 に つ い て 発 問 等 に よ グ ラ フ の イ メー ジ が っ か

5分 り確 認 す る。 めているか確認 させる。

指数関数 の事例にっ い 指数関数が身近な ところで様 々に利用 されてい 具体的な事例を示す こと

て提示する。 る こ と を発 見 す る。 でグラフの形、特徴 と関

(例2)の 光の性質につ 光 の 性 質 ・ 連付け させ る。

い て提 示 す る。 光は水深が1m浅 く(深 く)な るごとに

一定数倍明るく(暗 く)な る

展

実験の説明を行 う。 実験の内容を正確に理解する。

明るさの測定 水深0～10mで の明るさを照度計で測定 し、測 代表生徒に測定させ、全

定 値 を ワー ク シ ー トに記 入 す る。 員がビデオ映像により測

定値 を確認 させる。

yの 値 とyの 比を計算 水 深5m(x=0)で の 明 る さ(y=1)を 基 準 と 電卓を用いて各自計算 さ

す る。 した 明 る さ(yの 値)を 求 め る。 さ らに 明 る さ せ る。

開 (yの 値)の 比 率 を求 め る 。

計算によって得 られ た 対 応 表 か ら点(x,y)を 座 標 平 面 上 に プ ロ ッ ト ほぼ直線になって しま う

明 るさの比率 を底 とす しグラフを作成する。 こ と を確 認 させ る。

る指数関数 のグラフを

作 成 す る。

測定値の範囲を広げた 作成 したグラフが曲線の一部であることを理解

40分 グ ラ フ を提 示 す る。 す る 。

結論 指数関数のグラフの性 作成 したグラフより指数関数の性質についてま

5分 質 と め る 。

11一
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ワ ー ク シ ー ト1 指数関数 とそのグラフ

身の 回 りに は指数関数 で表 され る現象 が い ろいろ あ ります。 今 日は指数 関数 の特徴 とそ
の グラフについ て勉強 して いき ま しょ う。

指数関数 … 譲 ヒ当 る氏 騨 とす るとき・y=a'で 表 されるnex・

(例1) 内緒 話 はお そ ろ しい(?)

都 立T高 校2年5組 のAさ んは 、お も しろい話 を もって朝8時30分 に登校 しま した。
Aさ ん はその話 を、 クラス のBさ んだ けに 「内緒 だ よ]と 言 って伝 え ま した。 それ に、1
0分 か かった と します。 つ ま りAさ んが 学校 に着い て か ら10分 後 、す なわ ち8時40分

に この話 を知 る生徒は 、Aさ ん とBさ ん の2人 だけ とい うわ けです 。
ところがBさ んは クラス のCさ ん、Dさ ん に話 を して しまいま した。 同様 にCさ んは、

Eさ ん 、Fさ ん に、Dさ ん はGさ ん 、Hさ ん に話 を しま した。

この後 も2人 ずつに 内緒話 が伝わ り続 け る とすれ ば 、どの よ うな結果 に な るで しょ うか。
話 を伝 えるの にかか る時 間 を10分 として 考えてみ ま しょ う。

問1.次 の()の 中 に適す る数字 を入 れ な さい。

A

10分20分30分

rB竃:鷲 事
宝

G＼ ζ

HR
l

40分

話を知る人数(1)人(2)人()人()人()人

間2.Aさ ん が話 を してか らの時 間x×10(分)と 、そ の時間 まで に話 を知 る人数yと の
関係 を表 にま とめ な さい。

「
x×10(分) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ,7P

y(人 〉 1 2 「.P

問3,次 の場合 につい て、話 が伝 わ るのは何 分後か 。(上 の表 を見て考 え よ う。)

(1)こ の クラス全 員(40人)に 伝 わ る。 分後

(2)T高 校全 校生徒(720人)に 伝 わ る。 分後

問4.次 の場合 につい て、話 が伝わ るの は何 分後か?予 想 してみ よ う。

(1)江 戸川 区民(約62万 人)に 伝 わ る。
ア150分(2時 間半)イ210分(3時 間半)ウ330分(5時 間半)

(2)東 駅 都 民(約1206万 人)に 伝 わ る。
ア240分(4時 間)イ480分(8時 間)ウ720分(半 日)く らい

(3)日 本 国民(約1億2700万 人)に 伝 わ る。
ア270分(4時 間半)イ720分(半 日)ウ1日 く らい

(4)世 界 人 口(約60億5500万 人)に 伝わ る。
ア330分(5時 間半)イ600分(10時 間)ウ1日 工1週 間 く らい

2年 組 番氏名

間5.問2の 表 よ り、xとyの 関係 を式 に表 しな さい。

問6.2'の 値 は下表 の よ うにな ってい ます。 問4の 予想 は正 しかった で しょ うか。

x 2翼 x 2■ x 2` x 2冨 X 2写

1 2 8 256 15 32,768 22 4,194,304 29 536,870,912

2 4 9 512 16 65,536 23 8,388,608
・

30 1,073,741,824

3 8 10 1,024 17 131,072 24 16,777,216 31 2,147,483,648

4 16 11 2,048 18 262,144 25 33,554,432 32 4,294,967,296

5 32 12 4,096 19 524,288 26 67,108,864 33 8,589,934,592

6 64 13 8,192 20 1,048,576 27 134,217,728 34 17,179,869,184

7 128 14 16,384 21 2,097,152 28 268,435,456 35 34,359,738,368

間7.指 数関数y=2'に つい て 下の表 を完成 させな さい。

x r● ■ 一4 一3 一2 一1 0 1 2 3 4 「r「

y=2星
ro「

2一2

1

2-l
lI
17

2 4 8 16 「,,

間8.問7の 表 を用 いて 、指数 関数y;2`の グラ フを配布 され た用紙 に書 きな さい。

問9・ 〔訂 一2-・ ・注意 ・て…=〔 訂 のグ・・を書・な…
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δ
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ワークシー ト2指 数 関数 とそ のグ ラフ

指数 は私 た ちの 日常の生 活 に身 近に存 在 し、 いろ いろな ところで役 に立 っ てい ます。

例 えば 、生物 で学 習 した ウニや か える の細胞分 裂 は指数 関数 で表 され ます。 また複利 計算 や
オ ウム貝 の成長 、音階 の作 られ 方な ど指数 関数 で表 す こ との でき るも のが ご く身 近 にあ ります。

そ こで次 の よ うな例 を考 えてみ ま しょ う。

(例2) 自然 界に 目を向 けてみ よ う!

海 の中 には 、地上 とは 別世 界の 静か な美 しい世 界 が広が っ てい ます。

若 者 に人気 のあ るダ イ ビン グ。 ライ セ ンス を とるた めに初 心者 の ダイバー は 、水深5m程 度
の ところで講 習を行 うそ うで す。 そ こか ら上 を見 る と、太陽 が海 面の 向 こ うに 見え 、下 を見 る

と、深 く暗 くなって い ます。 つ ま り光 は、深 くなれ ばな るほ ど弱 くな ります。

光 の性 質 光 は水深 が1m浅 くな る ご とに 一定倍 数 明 る くなる。
〃 潔 くな る 〃 爾 くな る。

この光 の性 質 を利 用 して 、光 の明 る さは深 さに よっ て実際 に どの よ うに 変化す るか調べ てみ
ま しょ う。今 、海 の水 を フロ ッ ピーデ ィスク に見 立て 、次 のよ うな実 験 を行 ってみ ま しょ う。

段♂驚騒 宏罪丁鰐 罧 ㌶'灘痛躍諮斑 麗螢7飛郷誌 『、

1灘 鷹 禦 霧 灘 磯 あで・単位はix・… ク・・)i
l② 水深5m(FD5枚 分)での明るさを基準(深さx=O,明 るさy=1)と した1し

_._L三 渥膨2丑 姪.L2理 薦2毘 麟 奮 巴鶯 二______.___)

ア〉 測定表

↑
oth

↑
1m

↑

2m

↑

3m

↑
4m

↓

5m

↓

6m

↓
7m

↓

8m

↓

9m

10m

イ)yの 値 をそれ ぞれ 求め よ。
(電卓 を用 いて 小数 第3位 を四捨五 入 し小 数第2位 まで 求 める。)

問1.ア)の 表 のyの(上 の値)÷(下 の値)を 計 算す る ことに よ り、yの 比 を求め よ。
(電卓 を用 い て小数 第3位 を四捨五 入 し小数第2位 まで 求 める)

2年 組 番氏名

問2.問1で 求め たyの 比 の平均 を求 め よ。
(電卓 を用 い て小数第3位 を 四捨 五入 し小数 第2位 ま で求 め る。)答

問3.x(水 深5mを 基準 と した ときの深 さ)とy(明 る さ)とyの 比 の3つ の 関係 は、 どの よ う
にな ってい るか を式 に表 しな さい。

間4.ア)の 表 で求 めたx,yの 値 を用い て問3の 指数 関数 のグ ラフ の概 形 を書 きな さい。

yA

3

2

1

一5-4-3-2-1 0、234き

問5.指 数 関数 の グラ フの特徴 を ま とめま しょ う。 ロ の中 に適す る数 字、文 字 、語句 等 を入れ
な さい。

指数 関数y;バ(a>1)の グラ フは、 次の よ うな性 質 を持 って い る。

・点(・ 口 ・・ ・・… を通 ・・

y>0の 範 囲に あ る。

… 口 軸・漸近線・す・・

・・… 増加す… は[=コ す・・

旨



5.ア ンケー ト調査 と結果

アンケー ト調査 は、全 日制普通科2校 の第2学 年で実施 し、有効回答数 は55名 で あった。

アンケー トの設問及び回答結果 は次の とお りである。

0%20%40%

■よく取 り組 めた ロ普通

「 房 ・エの グラ・痛 徴 は理解できましたカ・.1

0%20%40%60%80×100%

【 ■ よく理解できた ロ 普通 ■ あまり理 解できなかった

例2(光の透過串の話)は興味・関心を持って取り組めましたか。

0%20%40×60%80×100X

■ よく取 り組 めた ロ 普通 ■ あまり取 り組 めなかった

yal.1の グラフの特徴 は理 解できましたか 。

0%209640、60%80×100覧

■よく理解 できた0普 通 ■ あまり理解 できなかった

y=aX(a>1)の グラフの特徴 は理解 できましたか。

0%20%409660%80%100%

■よく理 解できた ロ普通 璽あまり理解 できなかった

……授業(指 数 関数 のグラフ)に ・・一…

つ いての感想(自 由記述)

・プ リン トを配 って くれ る とす ご

くうれ しい。

・いつ も と違 う授業 がで きて楽 し

かった。

・ビデオを使 って楽 しかったです
。

・数 学で実験 とか をや った こ とが

なかっ たのでお も しろか った し

わか りやす く理解 しやすか った。

・指数 関数 の グラフの特徴 が完壁

に理解 で きていな いけ ど、 グ ラ

フを書い てみ た ら分 かっ た気 が

します。

・グラフは書 くのが好 きだか らた

くさんや って もい い。 だ いたい

指数関数 の特徴 は分 かって きた。

・他 の ものに も指数 関数 が使 われ

てい ることが よく分 かった。

・グ ラフが増 えた り、種 類が増 え

た らわか りに くくな りそ う。

・小数 点 とかが出て くる とやや こ

しくな ってわかんな くな って し

ま う。

・グ ラフにつ いてい けなか ったの

で、分か るよ うな分 か らない よ

うな とい う曖昧な感 じです。

6.考 察 と分析

検証授業は都立A高 等学校全 日制課程普通科2年 生 の1ク ラス(少 人数展開 クラス26名)

で実施 した。 指導案1及 びHに っいて順 に考察 と分析 を行 う。

指導案1で は内緒話 を知 る人の総数が、倍 々と増 えてい くとい うな じみやす い例 であっ

たため、y=2xの 関係 式を見出すのは容易であった。

特に、内緒話が伝 わるのに要す る時間 を予想す る問題 では生徒 は興味 をもって取 り組ん
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でいた。xの 値が大き くなるにっれ、yの 値の桁数 を間違 える生徒が若干名 いたが、これ

は、 日常的に大 きな数 を扱 っていないこ とと、3桁 ごとにふ ってあ るカンマ(,)に 慣れ

ていない ことに起因す るもの と考 える。

また、y=2xの 値 を計算す る問題では、2の0乗 が1で あることはほとん どの生徒が

覚 えていたが、負の指数 の計算では とま どいを見せ る生徒 もいた。 この ことは、負 の指数

の計算が完全 に定着 していないことを示 してお り、今 後の課題 である。

さらに、y=2xの グラフを描 く問題 では、1/2,1/4の ような分数 になっている点 をグ

ラフにプ ロッ トできない生徒 がいたので個々に対応す る必要があると考える。

次に、指導案Hの 光の性質を利用 した実験では、生徒 の理解 をよ り深めるために、次

の①～③ の説明 を具体的 に行 った。

①光の性質 …光は水深が1m浅 く(深 く)な るごとに一定数倍明 るく(暗 く)な る

②透明なフロ ッピーデ ィスク ・ケースを重ねたものを海水に見立て、ケース1枚 を水深

1mと 考 える。

③照度計 …照 らされ ている面の明 るさを測 るもので、単位 は(ル ックス)

検証授業 では、照度計に よりケースを透過 した光の照度 を代表 の生徒 に測定 させ 、照度

計の測定値 はその ビデオ画像 を教室内のデ ィスプ レイに提示す ることによ り生徒全員に確

認 させ た。そ して各 自電卓を用意 させ、 ワークシー トに記入 した測定値 をもとに明るさの

比率の計算 をさせ た。普段 の授業ではあま り体験できない ビデオ映像 を利用 した実験や電

卓に よる計算作業を通 して、生徒は興味 ・関心 を持 って熱心に取 り組 んでいた ことがア ン

ケー トの結果か らもわか る。

しか し、計算によって得 られた明るさの比率 を底 に した指数関数のグラフを取 り扱 う際

には留意すべ きことが ある。

①底 が小数 とな るため生徒 に とってはわか りづ らい もの となって しま うこ と。

②底 が1に 近い値 のた め測定値の範囲で作成 したグラフがほぼ直線であると生徒 が判断 し

て しま うこと。

の2点 である。

このよ うな ことは自然界の事象をそのまま取 り扱 う限 りは避 け られないことである。②

については、測定値の範囲を広げたグラフを生徒に提示す ることによ り、曲線の一部であ

ることを確認 した。

7.ま とめ と今後の課題

検証授業 は、生徒 の教室移動 に多少の時間をかけて しまったため、十分な時 間を確保で き

ない中で進 めることになった。その よ うな状況であった ことを前提 に、生徒 のアンケー ト結

果 も含めて、2つ の事例 について、教材 としての評価 ・問題点を明 らかに したい。

まず、興味 ・関心につ いてのアンケー トの結果 か らは、実験 ・作業 を取 り入れた ことが、

生徒の興味 ・関心 を喚起す ることに役 立っている とい うことを読み取 ることがで きる。それ

は、生徒 の授業の感想 か らも推察で きる。作業用 のワークシー トについては、授業での生徒

の様子か ら察す ると、実験 ・作業を円滑に進 めることに役立っていた と感 じている。しか し、
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グラフの理解 についてのアンケー ト結果 を見る と、y=2xに 対す る感想 とy=(1.1)xに 対す る

感想 とでは、結果に差 が見 られ た。 「よく理解 できた」 とい う回答 と 「普通」 とい う回答 を

あわせ た人数 に関 しては、両者 に大 きな差は見 られ ないが、「よ く理解 できた」 とい う回答

数 には、9人 の差 が見 られた。 この差は、底 として小数 を扱 うことに生徒が慣 れていないこ

とが原因の1っ と考 え られ る。 また、 この ことは生徒の授業 での様子 ・感想 か らも うかがえ

る。

身の回 りには、指数 関数で表 され る様 々な現象 があることは初めに述べ たが、事例を検討

す る中で実感 した ことは、実際に教材 として取 り入れ るためにはかな りの工夫が必要である

とい うことであ る。本研究では、内緒話の伝わ り方 と光の性質 を事例 と して選択 したが、そ

れ らは、指数関数 のグラフのイメー ジをもっための題材 と しては、効果的な教材 であった と

思 う。両事例 ともまだまだ問題点 はあるが、それについ ては今後の検討課題 としたい。

最後 にな るが、今回 の研究 を通 して、身近 な事例 を通 して学習活動 を進 めるこ とは、生徒

に とって大切な活動 になる とい うこ とを実感 している。今後 も、この よ うな活動 を通 して、

生徒 が数学 をよ り身近 に感 じられ るよ うな教材 とその指導方法についての工夫 を行 ってい き

たい と考 えてい る。
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皿 図形的な立場から微分概念の理解を深める指導法の研究

概 要

数学llの 指導 にお ける微分法の導入において、接線の考え方 に 「1点 を共有す る直線」で あ

り、かっ 「曲線 と接線が接点の ごく近 くで同 じ(直 線)と みなせ る」 こ ととい う新 しい考 え方

を導入 し、接線 を利用 した図形的な操作的活動を行 うことによって、導関数 と元の関数 との関

係 を推察す る指導方法を研究 した。結果 として、変化率や極 限の概念 を取 り入れ ることな く、

生徒 たちは 自然 な形で微分概念 を深 めることができた。

1研 究のね らい

平成15年 の高等学校 の新学習指導要領実施 を直前に して、学校週5日 制が完全実施 され

るにあた り、理数教科 の指導内容の厳選が行われ た。 このよ うな改訂の中でも、高等学校数

学科における指導の最終 目標 として微分 ・積 分は、削除 され ることなく残 され ることにな っ

てい る。 このよ うな状況 において、 よ り限 られ た時間数 の中で、よ り分か りやすい指導法の

在 り方が求 め られ ることは課題 の一っであると考 え られ る。

現在の数学llの 指導において微分法の導入における指導法の多 くは、関数の グラフの平均

変化率か ら変化率(微 分係数)の 考 えを導入 し、極限値 の考 えと合 わせ て、導関数 の概念 を

導 き出す アプローチ と平均の速 さか ら瞬間の速 さへ至るアプ ローチ によるものが一般的であ

った。 しか し、 ライプニ ッツ流 の数学的なアプ ローチの場合、極限の考え方や新 しい記号の

定義な ど、多 くの新 しい概念の導入を行わなければな らないため、変化率や導関数 の考えに

至 るまでに、生徒たちがっまずいた りして しまい、微分計算 も形式的な処理 を して しまって

い ることが多か ったよ うに思われ る。

一方で
、微分係数 の図形的な意味 として関数 の増減 を調べ るために初 めて 「接線」の定義

を取 り扱 うことも多い と思われ る。しか し、「接線」の取 り扱いは、中学校数学科 にお ける図

形の単元 である円と直線の関係 において3年 生で取 り扱 われるこ とが最初の場面である。 さ

らに、高等学校における 「接線」に関す る概念は、「共有点」としての数学1の2次 関数や数

学llの 図形 と方程式で取 り扱 われているだけで、「接線」の正確 な定義は ここまでで行われて

い ない。そのため、生徒た ちのもつ 「接す るこ と」に関す るイメー ジもまちま ちになってい

ると考え られ る。接線 は、身近 に取 り扱 える題材であ り、 円と直線の関係の学習は、中学校

の新学習指導要領 では、 中学校3年 か ら中学校1年 に移行 され ることになった。接線 の概念

の定着化 は重要な ことで あると思われ る。

そ こで、本研 究の 目的は、数学llに お ける微分法の導入 にあた り、接線 の考 え方を とらえ

なお し、接線の特徴的な関係 か ら、導 関数を導 き出す ことを目的 とす る。 これ によって、接

線か ら得 られ る導関数 と元の関数のグラフとの関係 のい くつかを考察するこ とよ り、操作的

な活動 の中か ら、微分法の関係式を作 り出す こ との指導法 を提案す る。

2.微 分法の指導 法の史的考 察

微 分法 に関す る研究は、非常 に多い。 これ は、高等学校数学科 における指導の中核の一つ
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として微分法 と積分法が位置付け られているか らではないか と考 える。その多 くは、高等学

校 における指導 と大学における指導 との接続 な どに関す るものやパ ソナル コンピュータを利

用 した もの、歴史的な背景な どか らの指導な どに関す るものなどが多 く、生徒の概 念の認知

面や教材 開発的 な側面 に関す るものはあま り多 くない よ うに思われ る。一方で 、極限状態 に

おける接線の状況 を実際 に視覚的 に確認 させて赤い糸 を利用 した 「速度計」 と呼ぶ接線 の傾

きの測定教具 を自作 し、実際 に読み取 らせ る指導 か ら物理 と数学 との関連性 を図 った もので、

大変有効で ある。 しか し、その測 定教具の製作は手間を要すが、接線の傾 きは、紙 を折 る操

作や定規 による測定な どで比較的容易 に行 うこ とができるもので有効で あろ う。 しか し、 こ

れ までの先行研究は、1970年 代か ら1980年 代の終わ りまでの ものが多いので、教育課程の

差異 による接線 に関す るイメー ジの違い も現在 の生徒にはあるのではないか と考 えられ る。

そ こで、接線 に関す る現在 の生徒の知識 は、 どのよ うな ものになっているかについて次に考

察す る。

3.接 線に関す る高校 生の意 識

ここでは、検証授業 を行 った高等学校 の生徒における接線のイ メー ジに関す る調査結果に

ついて述べ る。この 目的は、授業を行 うにあた りその指導法の在 り方 を考察す ることである。

(1)調 査概 要

実施時期:平 成13年6月 下旬

対象生徒:検 証授業実施予定東京都公立

高等学校2年 生122名

調査方法:図1の 質 問紙調査方法 による

なお、対象生徒は、数学llの 図形 と方程

式の単元までは学習済みであった文系 ク

ラス80名 、理系 クラス40名 であ る。

結果 として91名 の生徒か らの回答 を

得 た。

(2)結 果及 び考察

質問紙調査の結果について図2に 示す。

接 線 につ いての ア ンケー ト

高校 生の も ってい る自由 な発想 に ついて 調査 して いま

す。 ご協 力 ください 。

1.「 接す る」 と聞 いて連想(関 連)す る言葉 をた くさん

書 いて くだ さい。

2.次 の図 形の接す るよ うに直線 を引 いて くださ い。(好

きな よ うに)

○OVVヘ ノ
3.数 学 で習 った 、ま たは見 た ことの あ る図 形 を描 き、

そ の図形 に接 線 を引いて くだ さい。

4.数 学で 習 った ことのな い図形 を措 き、 その 図形 に接

線 を引 いて くだ さい。

5.接 線を引 くときに 工夫 した 点は何 です か。

高 校2年 組 文 系 ・理 系 男 ・ 女

数学 は 得童 ・ 普 通 ・ 昔 手

図1質 問紙 調査の内容まず
、「接す る」 に関連 す る用語 としては、

数学に関す るもの56件(35%)、 一般的 なもの23(14%)、 日常生活 に関わ るもの77件(50%)

の合計156件 が述べ られていた。 この中において接線 な どの数学的用語 の他 、「接 する」

に関す る生徒 のイ メー ジとしては、「(何か と)触 れてい る」 とい う印象 を受 けてい ること

が大部分である と考 え られ る。また、「交わっている」、「つながってい る」とい う印象に関

す るものであ る。 これ は、間違 った考え方が生 じる問題点の一つで あると考え られ る。

次に円、楕 円、放物線、微分不可能な部分 をもつ直線 、3次 関数 にっいて接線 を 自由に

引かせ た結果 について述べ る。まず 、円や楕 円については、大 きな問題 はない。 これ は、

中学3年 の円や図形 と方程式 な どで既 に学習済みだか らである と思われ る。 しか し、一部
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の生徒 は、接線 は縦 あるいは横 とい う意識

の生徒 もいた。 しか し、 これ らの結果は放

物線 か らは変わってくる。 この高等学校 で

は、放物線については、数学1の2次 関数

の既習事項ではあるが、大半は頂点でなけ

ればな らないイメー ジの生徒が多い。 次に

気 になるのが、端点 を気に している生徒 が

多い ことで ある。 この ことは、尖った場合

について も現れ 、多 くの生徒は、微分不可

能な場所に引いてい る。これ は、「接線」が

「触れてい る」 とい うイメー ジに左右 され

ているためではないか と思 われ る。3次 関

数 での場合は、 これ らが複合的に現れた結

果 となってい るよ うに思われ る。

以上の結果か ら、生徒 たちの もつ 「接す

ること」に関す るイ メージは、数学 におけ

る 「接線 」や 「接点」 と して とらえ られ て

いるこ とが多い。そ して、その具体的なイ

メー ジは、「触れ てい る」こととして とらえ

られてい る。

さらに、多 くの生徒たちの もつ 「接す る

こと」 に関す るイ メー ジは、①接平面にお

ける接触点 と してのイ メー ジ、②他者 との

関わ りに関す るイ メー ジ、③変曲点な どを

除 く交わっていることやつ ながってい るこ

とな どに関す る間違った考 え方のイ メージ

になってい ることが多い と考え られ る。

1.接 線:17名 、人 に 接 す る=16名 、接 点:12名 、触 れ る:

12名 、動 物 に 接 す る=12名 、接 辺(?);6名 、 〈 っ つ

く:6名 、 触 っ て い る:5名 、 円 に 接 す る:4名 、 つ な

が っ て い る:3名 、 触 れ あ い=3名 、 友 達 に接 す る:3

名 、 点 と線 が 接 す る:3名 、 以 下 省 略2'〈ン⊃○ ¢
)懲○

3.

4.

4215157532

()OQの

Ψ▽蝉 ∀勺>
WW>軸
331997644

4岨N瓢/
舞 野 一
± φ▽8齢

23265

わ4)昌 亡猶
102221

5.特 にな し=29名

接 す るように5名

ま っす ぐにな る ように=5名

直観 で3名

4.図 形的 な立場 を意識 した微分概念の指導法

高校生 にとって、接線のイメージは、曖昧 な状態 であることが明 らかになった。そ こで、

まず、接線についての概念を定着 させたい。 ここでは、接線 の考 え方に 「1点 を共有する直

線 」であ りかつ 「曲線 と接線が接 点の ごく近 くで同 じ(直 線)と みなせ る。」とい う新 しい考

え方を導入す る。

接線 は、接点の存在性 と左方極 限及び右方極限 との一致による微分可能性 か ら定義 され て

い るものがほ とん どで ある。多 くの辞典 などで も1点 を共有す ることは生徒 も異議 を唱える

ところではない と考 える。 ここでは、第二の概念である 「その接点 と接線が接 点のごく近 く

で同 じ(直 線)と み なせ る。」とい うことを考 えさせ たい。 このことは、極限を考 えさせ る意

味で も重要な ことである。
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微分学では、大局か ら小局への見方 と小局か ら大局への見方 の2つ の見方がある。 図形的

な概念 としては、局所的 に見 るとどの よ うになっているかは、局面部分を顕微鏡 で拡大 して

とらえた り、現在 な らば、 グラフィ ック電卓 によってBOX機 能で拡大 し、局所的 な見方 を

す ることがで きる。このよ うな、思考実験 によって、「曲線 と接線 が接点の ごく近 くで同 じ(直

線)と みなせ る。」と考 えて も問題はない と考 えた。特に、変曲点な どにおけ る接線 の性質 と

して も利用す ることが可能で ある。

一方で
、曲線は微小な線分 をっないだ折れ線 グラフと考えるとらえ方 もある。

この場合 、曲線 を逆の立場で とらえ、小局か ら大局への見方 をしていることに意義 がある

もの と思われ る。従 って、高校生にそれまでの接線のイメー ジに 「曲線 と接線が接 点のご く

近 くで同 じ(直 線)と みなせ る。」 とい う新 しい考え方 を導入 した。

次に、接線 をこの考 え方で とらえた

ときに、接線 を直接引いてみ ることを

考え させたい。 これ は作業的 な操作的

活動 である。 ここでは、2次 関数、3

次関数の グラフに限定 して よい。色々

な点において、 どのよ うにすれ ば、単

に1点 で接す るよ うに引けるかを考察

させ る。 具体的 に接線 を引 くことで接

線 の傾 きに対す る新 しい関数体系 を導

入す ることができる。 これ らの結果 と

「曲線 と接線 が接点 のご く近 くで同 じ

(直線)と み なせ る。」とい う新 しい考

え方が同一視でき ることを理解 させ る。

そ して、最後 にその結果を図3の 考 え

によって理解 させ る。

この よ うに して、平均変化率や 変化

率、極限値 の概念 を直接的 に扱 うこと

な く、導関数 を とらえることができ・ 図3微 小線分 の傾 きの とらえ方

元の関数 と導関数 との関係 について微分概念の意識付 けをす るこ とができる と考 え られ る。

今 までの先行研 究では、直接 、接線 だけに着 目して、その関数 のグラフにアプ ローチす る

方法は報告 され ていない。そ こで、 この研究では、定規 をあて るとい う操作 を行 い、 曲線 の

1点 を共有す るただ一つ の直線 を引くことを試み る。 コンピュータな どで正確 に描かせた線

の任意 の点 にお ける直線 の方程式 を求 め、導 関数の式 を導 き出す方法 を考 えさせ る ことがで

きる。 さらに、接線 を先 に意識 しているので、関数の増減 の指導 も容易 にな り、3次 関数の

グラフの指導 も行いやす くなると考 え られ る。 この指導法 にお ける期待 され ることは、① 曲

線 に対す る接線 を、操作活動 を通 じて正確に理解 してい くことができる こと②操作活動 か ら

得 られた導 関数 の特徴を しっか りととらえ られ る こと③ 導関数 と元の関数 との関係 付けがで

きるこ との3点 に集約 され ると考 えられ る。
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5学 習指導 計画

ここでは、図形的な立場 を意識 した微分法の具体的な学習指導計画 について述べ る。

(1)指 導 目標

曲線 上のご く近 くが線分 と見なせる とき、その線分 の傾 きを求 める操作が微 分であるこ

とか ら、そ のた めの準備 として、接線 をとらえ直す。 そ して、接線か ら微分概念 を導 くこ

とによって、微分慨念 の導入 を視覚的 に し、図形的な立場か らイ メージ しやすい もの とす

ることを 目標 とす る。

(2)学 習指導 計画

第1次 「接 線のイ メー ジの とらえ直 し」

① 「接す ること」 とは、 どの ような ことか具体的 に述べて させ る。

・・発 問によって、色 々と意見 を出 させ る。それ らを黒板 に列挙 してい く。

② 円、放物線、3次 関数のグラフな どに接線 を引かせ る。

・黒板 の半分(あ るいは模造紙、TPな ど)に 指名 して接線 を引かせ 、合わせ て接線

を引 くときに注意 した点を述べ させ る。

③ 接線 とは、 どのよ うな ものか性質 を考え させ る。

・生徒 は
、 日本語 のイ メージか ら 「接線 とは図形に くっついた直線 のこ と」 とい う印

象を多 くの生徒 がもっていると考え られ る。そ こで、円の接線 の性 質か ら、「ある図

形(曲 線)と 直線 が1点 でのみ くっつ くとき、この直線 は、その図形(曲 線)に 「接

す る」 とい う。 この ときの点を 「接点」、直線 を 「接線」 とい うこ とを確認す る。

④ ある曲線上の1点 を中心 として、その点の 「ごくごく」近 くを観 察す ると、曲線は ど

の よ うに見 えるかを考 える。

・ノー トに描かせ た半円や 自由曲線 を拡大 した もののある一部分だけを拡大 した状態

を用意 し、線分 に見 える ことを視覚的 に確認す る。地球規模 の接線 の状態 について

も考察 させ る。

⑤ 接線 の性質 を確認す る。

・曲線 上のある点(Aと する)の ごくごく近 くは線分 と見なせ ること。 その線分を延

長 させ た直線は、点Aを 接点 とする接線 と同 じものであること。即ち、曲線上に1

点 を決めれ ば、その点の ごく近 くが どの よ うな線分 とみなせ るかを調 べ、その線分

の両端を引き伸ばす ことによって、点Aを 接点 とす る接線 を引 くことができる。

⑥ ま とめ

…数学的に 「接線」 とは、曲線 と1点 を共有する直線であ り、接 点のごく近 くで、曲

線 と接線 は同 じもの と見なす ことができる2つ の性質をもつ直線 である。

第2次 「接線 を求め る作業」

① 関蜘 ノ ・アー一去伽 は・関蜘 一封 ア=1・'の グラフを用意する・

…表計算な どコンピュータで描かせた もの とす る。

② これ らの関数の グラフに正確 に接線 を引かせ るために ど うすれ ば よいかを考え させ る。

・定規 によ り、視覚的に接 している状態 を意識 させ る。
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③ 学 習 活 動

一2次 関 数 はx=4
,6,8,10,12、3次 関数 はx=6,9,12,15,18の 与 え られ た点 に接 線 を定

規 を用 い て描 く。 そ して 、X軸 の 交 点 の座標 を 小数 第1位 ま で読 み 取 り記録 す る。

電 卓 を利 用 して 、接 線 の傾 き を求 め る。 これ らの 結果 か ら、 κ座 標 毎 の接 線 の傾 き

を求 め る。 規則 性 を類 推 させ る。

第3次 「導 関数の導入」

① 前次の整理 した結果 を表に して、接線

の傾 きを ア'と して κとプ の関係 を

類推 させ る。

・なるべ く
、 きれいな値 で式化でき

るよ うにす る。

② グループ討議
…気 が付 いたこ とを各グループに発

表 させ る。

2次 関数 ア ニX2の 表 す曲線 の接線 の傾 き

グル ー プ名

グルー プ全 員の氏名

X y 接練 とx軸 との交 点の値 接線の傾き1
1

4 11

6
1

8
1

10 1
1

12 1

図4ワ ー ク シー ト例

接線の傾きの計算方法

傾き 一 ・の増力咀 一
xの 増加量

yの 値O

xの 値 接線とx軸 との交点の値

y=・ ・⇒y'=2x..y='ll・2⇒y'=・ ・y=1・3⇒y'一 ・2・ ア=一 一9x3⇒y'一 一・2

…時間的に余裕 があれば、これ らの関係 か ら法則性 について考察 させ る。 さらに余裕

がある場合、他 の κの値 にっいて仮説 の検証 を行 う。

③ 関数の曲線 のグラフと接線の関係 について整理す る。

第4次 「導 関数の導入」

① 「関数y=x2、 ア=x3の 任意の点にお ける接線 の傾 きが接線の性質 と前時 までの実測

結果 と一致す ること」 を計算 によって確 かめる。

…直線 の傾 きは、 アの増分(Ay)÷xの 増分(血)で 表せ る。

Y=x2の ときのx=aに おけ る接線の傾 きは、y'ニ2×a=2aと 予想で きた。

Y=x2の ときのx=aに お ける接線 を考 える。接 点の近 くでは、関数の微 小線 分 と

してみ なす こ とができた。そ して、 この微小線分の傾 き と接線 の傾 きが同 じものだ

ったので、x=aの 近 くでのこの微小線分のxの 増分 を(愈)、yの 増分 を(Ay)

とす る と、Ay=(a+△v)2一 α2とお くことがで きる。従 って、

亙=(・+dr)2-a2.2・Ax・(dr)2=2。+dr→2。 を考えるこ とによ り、代数的

△x△x△x

にy'=2aで あることを確認できる。

この授業計画 においては、接線 を初 めか ら前面 に押 し出 してお り、平均変化率や極限の概念

につ いては、深入 りしていない。接線の活動を通 して、元の関数 と導関数 との関係 について

活動 の中か ら充分 に生徒 自身で考察 してい くことが可能になる と思われ る。結果的 には・同

様 の概念 が含まれ ることになるが、接線 を先に導入 してい るので、関数の増減 に関す る指導

を限 られ た時間で指導 してい くことが容易 にな ると思われ る。
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6.教 授実験 の結 果及び考 察並びに本研究の知見 と指導への示唆

検証授業は、東京都公立高等学校2年 生文系クラス119名(3学 級)に 対 して、平成13

年11月 上旬 に全4時 間計画で実施した。まず 、接線 に関す るイメー ジは、「接す る」、「触れ

てい る」、 「くっつ く」 とい うイ メージに束縛 されていた。 しか し、円の接線 の様子な どか ら

交点 となってい る場合の問題点な どを指摘でき、 ある曲線上の1点 を中心 として、その点の

ごく近 くを観察 した場合の様子か ら曲線の ごく一部分 は直線 と同一視 できることはほとん ど

全員の生徒が容易に確認 し、指摘す ることができた。さらに、検証授業では顕微鏡 を用意 し、

硬貨の縁 を ×100倍 と×200倍 に した ときの様子 も観 察 させた ことで、より直線 と見なせ る こ

とを意識付 けられた と考 えられ る。 この場合 、使用す る硬貨はギサギサがな く、変形の少 な

い新品のものが よい。

次に、接線 を求めて導関数 を推察 させ る作業 においては、作業方法を習熟 させ ることに よ

り、容易 に求 めることが できるよ うになった。 しか し、接 点が、 κの値が大き くなった場合

や次数 が高い関数の場合共有部分が多 く、視覚的 に接点 を見つけにくいこ とが多いため、結

果 に誤差 を生 じさせやすい。 この場合、入射角 と反射角 の関係 などの補足説明な どによ り、

よ り適切 な接点を探 させ る作業 も必要 になる と考 えられ る。 さらに、導関数の関係 を推察 さ

せ るところは、作業結果 に影響す る。 グルー プ討議 を させ る場合、まず、 よ り多 くの生徒が

選んだ読み取 った値 の中で一番多かった結果 を利用 し、各々の関数についてそれ らの関係 を

推察 させ ることが必要であろ う。 この場合 、一番生徒が見付けやすかった関数はy=x2か ら

y'=2xを 見 付 け る も の と 、

y=1。 ・か らy'=。 を 見 付 け る も
2

のであった。3次 関数の場合、平方

数であるこ とに気 がつ けば容易に解

決できるが、36,81,144,225,324よ り

も誤差 が出てい る場合や これ らが平

方数になってい ることに気がつ くこ

とができなか った場合、仮説 の設 定

が困難 とも思われ る。従って、関数

をy=x3、Y=x4な どと して求める

場合 は、一層の工夫が必要である。

次に、代数的な結果が正 しい こと

を証明す ることは、一見する と通常

の導関数の定義か ら極限計算 を して

い ることと同 じである。 しか し、 こ

掻 粟に つい てのア ンケ ー ト

今 日の授 粟(接 線の傾 きと元の関数の 闘係)に つ いて次の 質問

に答 えて下 さい。

1.こ れ までの接線 に関す る授 粟につ いて興味 ・関心 を もって取

り組み ま したか?

ア

イ

ウ

よ く取 り組め た

普通

あま り取 り組 めなか った

うま く引 けるよ うにな った

普通

あ ま り取 り組 めなか った

で きた

何 とな くで きた

あま りよ く分 か らなか った

全 く分か らなか った

27名(24%)

53名(47%)

32名(29%)

2.曲 線 に うま く接線 を引けるよ うにな りま したか?

ア

イ

ウ

46名(41%)

40名(36%)

25名(23%)

3.xの 値 と接線の傾 きに関係 があ ることを発見 で きま したか?

ア

イ

ウ

エ

30名(27%)

41名(37%)

34名(30%)

7名(6%)

4.Y=X2とy'=2Xの 関 係 な ど が 分 か りま した か?

ア は い

イ いいえ

5.接 線 につ いてよ く理解 でき ま したか?

ア よ く理解 で きた

イ 普通

ウ あま り理解 できなか った

65名(61%)

42名(39%)

19名(17%)

66名(58%)

28名(25%)

6.接 線 を引 くときに工夫 した点 について 、自由 に述べ て下 さい。

図5授 業ア ンケー ト

こでは、それまでの過程で変化率や極限の概念 を取 り入れ ることな くアプローチ してい るの

で、生徒た ちにとってよ り自然な形で結論 を受 け入れ られた と考 えられ る。

検証授業終了後行 ったアンケー ト結果につ いて考察す る。 これ は、図5に よるアンケー ト

を無記名方式で第3次 の授業終了後実施 した。結果 として、113名 か らの回答 を得た。分
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析結果 として、作業活動 を多 く したこ とで、主体的 に取 り組んだ生徒が多 くなった。これ は、

教師主導型 で行 われて きた導 関数の導入 に関 し、接線 を引 くことで 目的意識 をもたせ て生徒

を意欲 的に させ ることを示唆 してい るとい えよ う。

一方で
、測定結果の誤差 のた めに仮説 を立てる段階が一部の生徒 に とって分か りに くかっ

たよ うであった。従 って、よ り正確 に作業を行 うことができるようにす ることの必要性が示

唆 され る と考 え られ る。

7.今 後の課題

本研究 によって、多 くの生徒は接線 について改めて認識を深 めることができ、導関数の指

導を容易 とす ることがで きた。今後は、よ り正確 に接線 を求め られ ること、思考 を行いやす

い関数及び グラフの工夫、生徒 の問題解決過程 のプロ トコル分析 などを個別 に精緻 してい く

ことが必要であろ う。

さらにこの指導法では、平均変化率の扱いや極限 の扱い、導関数の定義式 、微分法の線形

性 にっいて取 り扱 ってない。従って、指導 を行 う適切 な場面の模索が必要 になると思われ る。
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